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OZET

Entropi bir rastlanti degiskenindeki degiskenligin olciisiidiir. Istatistik'te bazi ilging uygulama alanlari
bulunmaktadir. Ozellikle rastlanti degiskeninin nitel olmasi halinde dagilimin degiskenliginin &lgiilmesinde
entropi benzeri Olgiiler kullanilmaktadir. Bunun yanisira goreli entropi bir dagilimin baska bir dagilima
uygunlugunun belirlenmesinde kullanilmaktadir. Ayrica degiskenler arasi baglilik iliskisinin incelenmesinde de

entropi kavrami yararli olmaktadir. Bu ¢alismada bazi se¢ilmis alanlarda entropi dlgiilerinin uygulama alanlarina

yer verilmektedir,

1.Giris
Boltzman'a gore bir fiziksel sistemin entropisi , sistemdeki diizensizligin (disorder) bir
Olclistdiir.[1] Bir istatistiksel deneyin entropisi , deneyin sonucu ile ilgili belirsizlik
miktarmin bir Olciisii olarak kabul edilebilir. Belirsizlik; deney gercgeklestirildikten sonra

ortadan kalkmaktadir. Dolayisiyla entropi deneyden elde edilen bilgi miktarinin bir 6l¢iisii

olarak da degerlendirilebilir.[2]
2.1 Kesikli hallerde entropi

Kesikli bir 6rnek uzayr S icinde X rastlanti degiskeninin X, x, .., x, degerlerini alma
olasiliklar1 P(E,)=P(X=x,)=p, olsun. I(E,)=—log,(p,) (2.1.1) E; ile
ilgili bilgi olarak diisiiniilebilir. Burada bilgi miktar1 “bit’tir. S'in birbirlerini dislayan

E,veE, olaylarindan  olustugu  ve P(E,)=P(E,)=1/2 farzedilecek  olursa

I,=1,=1bit olur. Bunu “iki birbirini diglayan ve esit olasilhikli olay1 birbirinden

ayristirabilmek icin 1 bitlik bilgi gerekmektedir” seklinde yorumlayabiliriz.

Genellikle S icerisinde tek tek olaylarla ilgilenmek yerine daha ortalama bir bilgi
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Ol¢iisiine ihtiya¢ duyariz. H Z—Z p.logp, (2.1.2) seklinde tanimlanan Shannon
i=k

entropisi  bir istatistiksel deneyin belirsizliginin bir Ol¢iisiidiir. Logaritmanin tabami 2

GC 29

oldugunda entropinin birimi bit , taban1 oldugunda ise “nat™tir. X rastlanti
degiskeninin entropisi , X sonucunu ortaya koyabilmek i¢in gerekli olan minimum ortalama

bit sayis1 olarak da goriilebilir. [3]

Omek uzayi S igerisinde en biiyiik entropi, biitiin elemanter (X=x,/ k=1,2,...n
olaylarmin  gerceklesme sanslarinin birbirlerine esit oldugu durumda karsimiza c¢ikar.
Ulagsilabilecek maksimum entropi H(X),,=log(n) (2.1.3) olur.

Ote yandan (X=x,] k=1,2,...n kesin olaysa H(X)=0 olur. Dolayisiyla kesikli bir

olasilik dagilimu i¢in entropi O ile log(n) arasinda deger alir.

Benzer sekilde iki boyutlu kesikli 6rnek uzayinda X rastlanti degiskeninin = x; x, .., X,
degerlerini, Y rastlanti degiskeninin de  y, », .-, ¥, degerlerini aldigin1 varsayalim. Yine
{szk, Y=yj} birlesik olayinin gergeklesme olasihigint ( k=1,2,...,n; j=1,2,...,m

icin) P(X=x,,Y=y;)=P, seklinde gosterelim. Birlesik dagilimin entropisi
> > pilog(p,) (2.1.4) olarak tanimlanir. Yine [Y=y,] bilgisi altinda
k=1 j=1
X'in kosullu entropisi H(X/yj):—z P(x,/y)log(P(x,/y;) (2.1.5) olur. Bu toplam
P A :
butin Y=y, degerleri i¢in hesaplanir ve bu degerlerin tartili ortalamas1 ( P (Y=y j)

degerleri tartilar olmak {izere) alinacak olursa, X'in Y verildiginde kosullu entropisi

H(X/Y)=—

1

<
I
—_

P(y)H(XIy,) (2.1.6)

3

n

H(XIY)==2, P(y)2, P(x/y)log(P(x/y)) (2.17)

J k=1

1l
-

H(X/Y)= ZZ (x,; ¥ )log(P(x,/y;)) (2.1.8) Benzer bir bicimde

=

H(Y/X)= Z P(x,,;y;)log(P(y;/x;) (2.1.9) tiiretilebilir.
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2.2 Cokdegiskenli hallere genelleme
Kesikli hallerde (X, X,,..,X,) rastlanti degiskenlerinin birlikte dagiliminin entropisi
H(X,, Xy, H)==> > > log( f(x,, x5, 0 x,) £ (%), Xp0r x,) (2.2.1)
2.3 Degisik entropi tiirleri arasindaki bagintilar

(X,Y) birlesik kesikli dagilimi igin H(X,Y)=H(XI/Y)+H(Y) (2.3.1) ve

H(X,Y)=H(Y/X)+H(X) (2.3.2)  bagmtilar elde edilebilir. Burada birlesik
entropi , marjinal dagilimm entropisi ile kosullu dagilimin entropisinin toplami olarak
goriilebilir.

2.4 Kosullu ve marjinal dagilimlarin entropileri icin bazi temel esitsizlikler
H(X)=0 , H(Y)=0 , H(X,Y)=0 (24.1)
H(X)=H(X!Y) 42 H((Y)=H(Y/X) (243)

2.5 Karsihikh enformasyonun bir ol¢iisii

Plx, vy,
[(X:xk:Y:y./):l()gzP ol y])

(xi) P(y))
olaymin (Y=y j} olayr hakkinda verdigi bilgi miktar1 olarak farzedilebilir. (2.5.1) 'den

(2.5.1) seklinde tanimlanan 6lgii [X=x,

yola ¢ikarak , X'in Y hakkinda verdigi ortalama bilgi miktar1 bulunabilir. Shannon tarafindan

oOnerilen bu 6l¢ii 7 (X, Y)zz Z P(xe,y) I(x,,y;) (252)

j=1k=1

n

< P(x, Vi )
I(X,Y)—jZZIk:lP X, ;) log 2—P< (]

(2.5.3) seklindedir.

2.6 Karsiikhh Enformasyon ile Entropi Arasindaki Baginti
Karsilikli enformasyon ile entropi arasinda agagidaki bagmntilar tiiretilebilir:
I(X,Y)=H(X)+H(Y)-H(X,Y) (26.1) I(X,Y)=H(X)-H(X/Y) (2.6.2)
I(X,Y)=H(Y)-H(Y/X) (2.6.3)

2.6.1 Kiime Notasyonu ile Entropi ve Karsilikli Enformasyon Arasindaki Bagintilar

Asagidaki tabloda kiimeler cebrinin notasyonu ile entropi notasyonu arasindaki bazi

parallellikler gosterilmektedir. Burada s6zgelimi m(A) , A olay1 ile ilgili bir dl¢tidiir.



1I. Ulusal Konya Eregli Kemal Akman Meslek Yiiksekokulu Teblig Giinleri, Say1 2, 2010, No:1-417

Tablo 2.6.1.1 Kiime cebri notasyonu ile entropi notasyonunun kiyaslanmasi

Kiime Cebri Notasyonu Enformasyon, Entropi Notasyonu
m(A) H(X)
m(B) H(Y)
m(AUB) H(X.Y)
m(ANB') H(X/Y)
m(BNA) H(Y/X)
m(ANB) I(X)Y)
m(AUB)<m(A)+m(B) H(X,Y)<H(X)+H(Y)
m(ANB')<m(A) H(XIY)<H(X)
m(BNA)<m(B) H(Y/X)<H(Y)
m(AUB)=m(ANB)+m(BN A )+m(4nB HXY)=HX/Y)+H(Y/X)+I(X,Y)

2.6.1 Degiskenler bagimsiz ya da bagimh oldugunda karsihikli enformasyon

(i) X, Y bagimsiz oldugunda 7(X,Y)=0 , H(X/Y)=H(X) H(Y/X)=H(Y)

(i)) X,Y bagimli olduklarinda (X ,Y)=H(X)=H(Y)=H(X,Y) olur.
2.6.2 Entropinin ozellikleri

(i) Siireklilik: H ( PP - p,) bitin p, degerlerini icin siireklidir.

(ii) Simetri: H(p, p, .., p,) biitin p, degerlerini i¢in simetriktir.

(iii) Maksimum entropi £, olaylarinin olasiliklar1 esit oldugunda gergeklesir.

(iv) Toplanabilirlik: H (P1,Pz,,--, P, E|\ E, ...E, olaylar ile ilgili entropi olsun.

Bu olaylardan herhangi birisi ile ilgili daha ayrmtili bir olasilik dagilimi sdyle olsun:
E=FUF,U.UF, | p=>4q, P(F)=q, (262.1)
k=1
Stiphesizburada £, , F,F, .., F, olaylarindan olusan yeni bir 6rnek uzay olarak da

diisiiniilebilir. Bu durumda bu olaylarla ilgili olasiliklar i(z’ =1,2,...,m) (2.6.2.2) seklinde

Pk

hesaplanabilir. Dolayisiyla elde edilen yeni alt (6rnek) uzay ile ilgili  belirsizlik dl¢iisii
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(Lo L2 Ay seklindedir.. Yine  H,(p,p, - p,) ve

H(= 2
p}’l pl‘l pl‘l

H,(p, py.-»Py1:4919.-9,) olduguna gore H,=H +p,H, (2.6.2.3) olur.

Bu 0lgii, entropinin  dogrusal olma ( ve dolayisiyla toplanabilme) 6zelliginin yanisira

sezgilerimize de uymaktadir. [4]
2.7 Karsilikl enformasyon olciisiinde yapilan bazi diizenlemeler

Karsiliklt enformasyon igin bir {ist sinirin bulunmamasi degiskenler arasindaki bagimlilik

derecesi i¢in sinirli bazi Olgiilerin Onerilmesine yol agmistir. Bu Olgiilerin bir kismi su

. . I(X,Y) I(X,Y)
. v, =—22"7 ., =—2>"7
sekildedir: ST (Y) (2.7.1) ve =T (X) (2.7.2)
(2.6.3)'den yararlanarak (2.7.1) yeniden diizenlenecek olursa
U :1_H(Y/X) U _H(Y)-H(YIX)
nx H(Y) (2.7.3a) Yix— H(Y) (2.7.3b) bulunur. (2.7.3b),

X'den dolayr Y'deki belirsizligin azalma miktarmin, Y'nin belirsizligine (entropisine )
oranlanmasi ile elde edilmektedir. X ile Y'nin bagimsiz olmasi halinde H (Y/X)=H(Y)
Dolayisiyla Uy x=0 olur. (Bagimsiz degiskenler birbirlerinin belirsizlikleri hakkinda
bilgi vermezler.) Degiskenler bagimli ise H(Y/X)=0 ve Uy =1 olur. (Bagimh
degiskenler birbirleri hakkindaki belirsizligi %100 ortadan kaldirirlar.)

(2.7.1) ve (2.7.2)'deki ol¢iiler zorunlu olarak birbirine esit degildir. Simetrik bir versiyon

__Ix.Y)
CH(X)+H(Y)

ile Y bagimhise I(X,Y)=H(X)=H(Y)=H(X,Y) ve R=1/2olur. Burada R, fazlalik

(2.7.4) seklindedir. X ve Y bagimsiz ise [(X,Y)=0 ve R=0 olur. X

(redundancy) katsayisidir. iki degisken bagimsizken 0 , bagimhiyken ise "2 degerini
almaktadir. U(X,Y)=2R (2.7.5) olsun. Bir miktar cebirsel islemden sonra
H(X)UXIY)+H(Y)U(Y/X)
H(X)+H(Y)
(2.7.2)'deki olgiilerin tartili ortalamasi olmaktadir. [5]

U(X,Y)= (2.7.5) elde edilir. Bu, (2.7.1) ve
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3. Siirekli dagilhmlar i¢in entropi

o0

X siirekli ise H(X ):f f(x)log( f(x))dx (3.1) seklindedir. Iki degiskenli

—00

dagilimlar igin , f f folx,y)log(f,, (x,y))dxdy (3.2)

—00 —00

o0

H(XIY=y)=—[ f(xIY=y)log f (x/Y=y)dx (3.3)

—00

H(XIY)==[ [ flx;y)logf(x/y)dxdy (3.4)

H(YIX)==[ [ 1, (x;y)log(f(y/x)dvdx) (3.5)

I(X,Y):ji ]O‘f (x,y)log dedy (3.6 ) Cok degiskenli haller i¢in
LA 2 f(x)g,(y)

H(Xl,Xz,...,Hn)Z—f _f f(x, x5, .0, x,)) f(x,,x,, ..., x,)dx,dx,...dx, (3.7)

olur. Siirekli hallerde karsilasilan kimi problemleri . Reza su sekilde 6zetlemektedir:

é'ﬂfi
=

1)Siirekli bir dagilimin entropisi negatif olabilir.

2)Siirekli bir dagilimin entropisi ¢ok biiyiik degerlere varabilir. Bu durum o6zellikle stirekli bir

dagilimin kesikli bir dagilim tarafindan temsil edildigi durumlarda s6zkonusu olabilir.
3)Koordinat sisteminin doniisiimii asamasinda entropi de§ismeden kalmayabilir. [4]
Stirekli hallerde entropi ve karsilikli enformasyon hakkinda su 6zelliklerden s6z edilmelidir:

iy I(X,Y)=0 (3.7) i) H(X/Y)<H(X) (3.8)

iii) H(XI’XQ"..,X”):iH(X,./XI,XZ,...,Xi—l) 3.9) iv) H(X+c)=H(X) (3.10)

i=1
v) a bir sabit olmak iizere H (aX )=H (X )+log|al (3.11)

vi) Vektor degerli rastlanti degiskenleri X, X, ..,X, ve onlarn dogrusal bilesenleri
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Y, a, a, - a||lX,
Y],Yz’_-., Yn 1(}111 Y2 — az] a22 cos a2n X2
Yn a,; ad,, .. ad,, Xn
H(Y)=H(AX)=H(X)+logldet(4) (3.12) [6]

Baz1 se¢ilmis ve c¢ok kullanilan olasilik dagilimlarinin entropileri Tablo 4.1.'de

alinmaktadir.

olsun.

4.Bazi olasilik dagilimlarinin entropisi

Tablo 4.1: Bazi olasilik dagilimlarinin entropileri

ele

Dagilimin adi1 | Olasilik fonksiyonu Entropi

Ustel dagilim | £ (x)=Ae ™, x,A>0 1—InA

Normal ~x—p)’ 1 2

_ 1 20° —In(2meo”’)
x)= e xeR
f(x) g 2
Diizgiin _ In (B—«)
f(x) _‘X,cx\x\B
Bernoulli flk:p)=p"(1—p)~* k=0, —gIn(g)—pn(p)
Binom P(KZk):[Z}pk(l—p)" “k=0,1, %ln(2nnep(1—p))+0(l)
n
Geometrik P(K=k)=(1-p)" " p,k=0,1, —(1-p)log,(1-p)—plog,(p)
p
Poi (=A) Nk B
olsson P(x=k)=% k,A k=0,1,... 3 Aflog (k1)
. —A k=0
Al1—-logAl+e 0
Gam k=1 — k+In0+Inl(k)+(1—-k) ¥ (k
ama f(x)—x exp| kx/@) 0<x<oo (k)+( ) ¥ (k)
r(k)o
Beta £ (x)= 1 (1 —x ) 0<xd InB(x,B)—(x—1)¥(x)—(B—1)¥
B(«,B)

+(x+B-2)¥ (x+B)

Yukaridaki tabloda Gama dagilimi ile ilgili satirdaki

¥ (k) terimi digama fonksiyonunu

ifade etmektedir ve gama fonksiyonunun logaritmasinin k parametresine goére birinci

mertebeden tiirevine esittir:

Y,(k):dLn(r(k)):r’(k)

dk

I'(k)

(4.1) Digama fonksiyonunun
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ozellikleri ve tablolar1 icin Abramowitz&Stegun (1972) 'a bakilabilir.[ 7]

I'()I'(B)

Yine B(x,B)= T (otp)

(4.2) olacak sekilde Beta fonksiyonudur.

4.1 Iki degiskenli normal dagimda karsiikh enformasyon
(X ,Y)~ Birlesik normal (uy , iy, 0y .0y py y)  olsun. (X,Y)'nin entropisi

H(X,Y)=In(2mo,0,eVl—p°) (4.1.1) ve X ve Y'nin marjinal dagilimlarinin

entropisi H(X)=In(\V2meoy) (4.12) H(Y)=In(N2meoy) (4.1.3) ( natolarak)
1
Karsilikli enformasyon da (X, Y):—(E)ln(l—pz) (4.1.4) olur.
p=0 ise I1(X,Y)=0 olacagina dikkat edilmelidir. Bunun yanisira korelasyon
katsayisinin degerinin mutlak degerce artmast karsilikli bilgiyi arttiracaktir.
5 Entropi ve olasilik dagilimlar1 arasindaki mesafe

5.1 Kullback-Leibler bilgisi ve goreli entropi

Goreli entropi D pllg) iki olasilik dagilimi arasindaki sapmanin bir Olgtlistidiir. Kesikli

plx)
alx)

seklinde tanimlanmustir. Stirekli hallerde i¢in de iki olasilik yogunluk fonksiyonu f ile g

dagilimlar icin Kullback-Leibler sapmasi D,,(pllq) Z p(x)log( (5.1.1)

f(x)
g (x)

arasindaki sapma, D, (f]lg)= f f(x)log( dx) (5.1.2) ile hesaplanabilir. [8]

(5.1.1), “Ho: Olasilik fonksiyonu “p”dir.” hipotezinden yola ¢ikildiginda q ile p arasindaki
sapmay1 vermektedir. Burada q, p'ye uygunlugu arastirilan herhangi bir ampirik dagilim
olabilir. Kullback-Leibler sapmas1 x'deki iki dagilimi birbirinden ayirt etmeyi saglayan
beklenen enformasyon olarak de diisiiniilebilir. [9] Benzer bir sekilde (5.1.1) veya (5.1.2)'yi
olabilirlik oranimnin HO dogru iken f ile g arasinda ayrim yapabilme yeteneginin bir 6l¢iisii
olarak da tanimlamak miimkiindiir. [10] (5.1.1) ve (5.1.2)'nin mesafe olarak degil de sapma
(divergence) olarak adlandirilmalarinin sebebi Kullback-Leibler Ol¢iistiniin, metrik olmanin
3 kosulundan 2 tanesini (simetrik olma ve iiggen esitsizligi) yerine getirmemesidir.

q(x)

(x

Dy, (qllp)=2" q(x)log( ) (5.1.3)dolayisiyla Dy (pllg)#Dy (qllp) (5.1.4)

%
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Iki dagilm arasindaki sapma asimetriktir. Herhangi iki p ve q dagilm  igin
Dy (pllg)=0  (5.1.5) olacag: gosterilebilir. Esitlik ~ p,=¢,k=1,2,.. icin gecerlidir.
fo ve f, iki Bernoulli dagilimimi temsil etsin. fo(x)=1 (x=0 igin) ve
f1(x)=09 (x=0 igin) seklinde verilsin. Bu durumda Dy (follfi)<o ve
Dy (fillfo)=o olacaktir. Bunun anlami, ger¢ek dagilm f, oldugunda , f, 'in
Dy, (fillfo) aracihgiyla  f, hipotezini yanhslamak icin sahip oldugu yetenegin

kusursuz oldugudur. Ayn1 durum gergek dagilim /', icin gegerli degildir. [11]

5.2 Cokdegiskenli hallere genelleme

(X, X,) kesikli ve birlesik dagilsim. p(X, X,) ve ¢(X, X, arasindaki Kullback-
Leibler sapmasi, sifir hipotezinden hareketle ( HO: Birlesik olasilik fonksiyonu p'dir.)

DKL(F(X X ||q x xz Z ZP xk,

k=1 j=I

log

plx;,x)) .
———-| (5.2.1).Siirekli  haller igin
q(x;,x;)

( k>’ J

— 00 —00

Dy (f (xp )|l f (%, x,)) f f S (x; x, [log g(( . ))]dx dx, (5.2.2). Cok degiskenli
1,42
haller i¢in bu formiiller yeniden diizenlenebilir.

5.3 Karsilikli enformasyonun bazi 6nemli ozellikleri
1) X ve Y arasindaki karsilikli enformasyon bu degiskenlerin birlesik dagilimi ile marjinal

dagilimlarin carpimlar: arasindaki sapma olarak da degerlendirilebilir.
HX,Y)=D(f o (x, y)ILf 2 (x) fr(¥)) (53.1)

2) Iki birlesik dagilim arasindaki sapma, degiskenlerden birinin marjinal dagilimi ile
otekinin marjinali arasindaki sapma ile degiskenlerden birinin kosullu dagilimi ile digerinin

kosullu dagilimi arasindaki sapmanin toplami olarak da goriilebilir.
D(p(x,yllg(x, »))=D(p(x)llg(x))+D(p(yix)llg(y/x)) (53.2)
5.4. Uyumun iyiliginin test edilmesi
H,:F(x)=Fy(x) biitiin x degerleri i¢in,

H:F(x)#F,(x) baz1 x degerleri i¢cin seklinde sifir hipotezi ve almasik hipotez
verilmis ve testin gergeklestirilebilmesi i¢in n birimlik rassal bir 6rnek ¢ekilsin. Bu 6rnegin

birbirini kategorik olarak dislayan (mutually exclusive) k tane kategoriye ait oldugu
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digiiniilsiin. A, hipotezinin kabulii altinda bu kategorilere diisme sikliklar1 e, |

ornekteki bu kategorilere diisme sikliklarini da  f,; (i=1,2,...,n) olsun. Pearson tarafindan

k PR

Onerilen test istatistigi Q:Z M (5.4.1) seklindedir. Elde edilecek biiyiik Q
i=1 €;

degerleri H, hipotezinin reddedilmesine , kiigiik Q degerleri de  H, "in kabuliine yol

acacaktir. Literatiirde biiyiik n degerleri icin Q istatistiginin k-1 serbestlik dereceli bir ki-kare
dagilimina uydugu belirtilmektedir. [12]

F; F,;..; F rastlant1 degiskenleri multinomial dagilan bir anakiitlenin k. kategorisinden
gelen gozlem sayisini ifade etsin. Her kategorinin gergeklesme olasiliklart 6,0, .., 0,
ornekten gozlenen frekanslarise | f, .., f% olsun. Orneklemin olabilirlik fonksiyonu

k k

L6, 0,..0)=116/, r=012....n , > f=n, 2 6=1 (542)
i=1 i=1

i=1

e.
Anakiitle dagilimint  belirledigi  diisiiniilen H hipotezi H 0:650:—’ 1=1,2,...k
n
seklindedir. QAZ:L olmak lizere olabilirlik orani istatistigi
n
L(6,%0,° k g o e
T= H (5.4.3) seklindedir.  -2InT rastlanti degiskeninin
L(91,02,...,9 i= ;

dagilimi yaklagik olarak k-1 serbestlik dereceli bir ki-kare dagilimidir. Bazi istatistikgiler

i=1

uyum iyiligini belirlemek i¢in —2lnT——2Z f (lné) —In fi) (5.4.4) istatistigini tercih

etmektedir. (5.4.1) ile (5.4.4)lin asimptotik olarak 6zdes oldugunun ispat1 i¢in Gibbons&
Chakraborti (2003) 'ye bakilabilir.

5.5 Kullback-Leibler sapmasinin simetrik bir versiyonu: Jeffrey sapmasi

Jeffrey sapmasi D,=D,,(pllqg)+D, (4qllp) (5.5.1) seklindedir. [13] Iki kesikli dagilim p

ve q i¢in Jeffrey sapmasi DJ:Z (p(x)—q(x))log(]q?(t))) (5.5.2) olur. . Siirekli haller

icin de benzer bir bicimde Jeffrey sapmasi tanimlanabilir:
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D= (rn-gtogLHan 553

Jeffrey sapmasi da bir metrik olmanin {igiincii kosulunu (iiggen esitsizligi) yerine getirmedigi

icin mesafe olarak degil de “sapma” (divergence) olarak adlandirilmaktadir. [14]

5.6 Bazi dagilimlar icin Kullback-Leibler ve Jeffrey sapmalar:

1)Bernoulli: X ~(Bernoulli(p,)) ve Y~(Bernoulli(p,)) icin

(1-p) P
DKL:(I—pl)log—l+p110g—1 (5.6.1) D,=(p,—p,)
(1= p,) P»

(l_pz) 1 1-p,
—log ——+

log
P> P

(5.6.2)

2)Binom : X ~(Binom(p,;n)) ve Y~(Binom(p,;n)) icin

(1-p)) P
D.=n|(l1-p,)lo +p,log—| (5.6.3
K b g(l_pz) P gpz ( )
1— 1—-
D,=n(p,—p,) log( p2)_10g b (5.6.4)
2 1

3)Poisson: X ~Poisson(A;) ve Y~Poisson(A,) icin

Ay A
DKL:(/\Z_)\I)+AIIHA_ (5.6.5) DJ:()\2_A1)1nA_ (5.6.6)
2

2

4) Normal : X ~(Normal(uy,o,’)) Y ~(Normal (pu,,0,")) icin

) 2 2 2
1 o o Hy—H (ox+oy)
DKL:[Zln b X2+ X Y) —1| (5.6.7) DJ:_Xz 2Y [(Uif_o'y)"i'(ﬂx NY)Z}
2 Ox oy Oy 2 x0y

(5.6.8) iki dagilimin varyanslari esit kabul edilerek o°=¢ =05 denecek olursa

(1t —,)

D,= g (5.6.9) seklinde daha yalin bir formiilasyona ulagilmis olur.

5)Ustel: X ~Ustel(A,) X ~Ustel(A,) igin

fl(x):Ale_Alx fz(x):?\ze_)\zx x>0 i¢in
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(A=) A (A=A,
p.=t M D=2
w= o (5610) T W XA

6)Gama: X~Gama(0,B,) X~Gama(0,B) olsun. Baska bir deyisle

0, _0,—1 o 0 0—1 _
fim=be2 r?)(;l:)( box) e p (=B 1??5)( Bx)  4,8,0,0,>0 , Xx=0

S sifir hipotezinde gegerli kabul edilen dagilm, [, de bu dagilima uygunlugu test
edilen dagilim olduguna goére dagilimlar arasindaki Kullback-Leibler sapmasi
B_ﬁo

+(90—9)(‘I’(90)—ln(BO))+90(B—) (5.6.12) seklindedir.

B,"I'(0)

Dy =1
x.—In ﬁef(Go)

7.Beta: X ~Beta(0,B,) X~Beta(0,8) 0<X<I olsun.

B<‘X0,Bo)

B, B) ]—(cxo—a) ¥ (o)—(By—B) ¥ (B)+(x,—x+B,—B) ¥ (ax+B) (5.6.13)

DKLZIn[

(@, B,) parametreli Beta dagilimi HO hipotezinde gegerli oldugu diisiiniilen dagilimi temsil

etmektedir.
5.8 Goreli entropi ve Bayesci istatistik

Bayesci istatistikte prior dagilimlarin belirli aileden segilmeleri halinde posterior dagilimlar
da aym aileye dahil ama farkli parametreli dagilimlar olarak tiiretilebilirler. Ayni aileden
gelen bu tiir prior ve posterior dagilimlar eslenik (conjugate) dagilimlar olarak da adlandirilir.
Asagida secilmis baz1 dagilimlarin parametrelerinin prior ve posterior dagilim fonksiyonlari

verilmektedir:

Tablo 5.8.1: Bazi eslenik dagilimlar

f(x/0) (0) (0/x)
Normal (0, ¢°) Normal (u, T?) Normal(p(o'zu—}—sz),‘po'sz)
p =0’ +T?
Poisson(0) Gama («x, B) Gama(o+x,B+1)
Gama(v,0) Gama («x, B) Gama(o+v, B+x)
Binom (n,0) Beta(«x, B) Beta(x+x,B+n—x)

Yukaridaki tablo sadelestirilerek Robert(2007)'dan alinmistir.[15] Bdliim (5.6) da verilen

bazi formiiller yardimui ile prior ve posterior dagilimlar arasindaki sapmalar hesaplanabilir.
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0 , f(0) olasilik fonksiyonuna sahip siirekli bir rastlant1 degiskeni olsun. D f'in bir dizi
tahmini kiimesi olsun. d (0)e D olsun. d'nin kayip fonksiyonu L(d,0)=—log(d (0))

se¢ildiginde beklenen kayip (risk fonksiyonu) E(L(d ,0)):—f log(d(0)) f(0)do

(5.8.1) olur. Beklenen kaybmn minimumu ise d (0)=f(0) noktasinda bulunabilir. Bu
minimum , fin entropisini verir. Yine bu minimum deger ile kayip fonksiyonunun beklenen

degeri arasindaki fark da Kullback-Leibler sapmasina esit olmaktadir. [16]
5.9Akaike bilgi olciitii
{M, M, . M,} bir dizi istatistiksel model olsun. f ;(x) , M, modelinin en gok

olabilirlik yontemi ile tahmin edilmis olasilik fonksiyonunu temsil etsin. BA‘/ , M,

A

modelinin B, parametrelerinin en ¢ok olabilirlik kiimesi ve f j(X):}(X,' B ;) olsun.

Kayip fonksiyonu olarak 1 ile ]A‘ arasindaki Kullback-Leibler sapmas1 kullanildiginda
Dl fllf)=c—A(f.f) (59.1) elde edili. Burada ¢=D, f(x)log(f(x)) toplam

£ 'e bagli degildir ve Z £ (x)log (f(x)) (5.9.2) olur. Kayip fonksiyonunun

beklenen degerinin minimum kilinmast (£, f J=E(A(f, }”)) 'in maksimum kilinmasi
ile miimkiindiir (Burada c sabittir). Ote yandan M ; modeli i¢in Akaike Bilgi Olgiitii
AIC(M ) , a(f, jAf) 'nin yaklasik olarak yansiz bir tahminidir. [17]

5.10 Entropi maksimizasyonu

Kesikli hallerde maksimum entropi, 6rnek uzayi igerisinde elemanter olaylarin olasiliklarinin
birbirine esit oldugu durumda karsimiza ¢ikmaktadir. Siirekli hallerde ise entropinin sonsuz
bliyiikliikte olabilmesi ve/veya negatif degerler alabilmesi bu anlamda yorum yapmay1
giiclestirecektir. Bununla birlikte stirekli hallerde rastlanti degiskeninin alacagi degerlere ait
baz1 kisitlamalar konulmasi bazi ilging sonuglara yol agmaktadir. Reza (1994) bu konu ile

ilgili ti¢ durumu ele almaktadir.[4]

i) X stirekli rastlantt degiskeni «<X<p kosulu ile smirlandirildiginda maksimum
entropiyi veren dagilim o« ve P parametreli diizglin (uniform) dagilim

olmaktadir.

ii) X stirekli rastlant1 degiskeni sadece negatif olmayan degerlerle sinirlandirildiginda ve
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beklenen degeri 1/A>0 olacak sekilde belirlendiginde maksimum entropiyi veren

dagilim A parametreli bir listel dagilim olmaktadir.
iii) Ikinci momentlerle (ya da standart sapma) ile kisitlanmus bir siirekli rastlant1 degiskeni
icin en biiyiik entropiyi veren dagilim normal dagilimdir.
SONUCLAR

I)Nitel dagilimlar icin aritmetik ortalama , standart sapma gibi Ol¢iiler kullanilamaz. Nitel
degiskenligin incelenmesi icin [18] ve [19]' a bakilabilir. Entropi ¢ok degiskenli dagilimlara

da genellenebilmesi nedeniyle 6nemli bir avantaja sahiptir.

2)Entropi, karsilikli enformasyon, goreli entropi gibi Ol¢iiler degiskenler arasindaki bagimlilik

iliskilerinin incelenmesinde yararl olabilir.

3) Uygunlugun ol¢iilmesinde Kullback-Leibler sapmasi gibi Olciiler asimptotik dagilim

ozellikleri incelenmis bulundugundan hipotez testlerinde yararl olabilir.
4) Ote yandan Kullback-Leibler sapmas1 , Akaike bilgi dl¢iisii gibi kavramlar ile de iliskilidir.

5) Bayesgil istatistikte eslenik dagilimlarin birbirleri ile sapmasinin 6l¢iilmesinde ya da

ornekten gelen bilginin degerlendirilmesinde goreli entropi dl¢iilerine bagvurulabilir.

6)Biitiin bunlarin yanisira, entropi, karsilikli enformasyon gibi kavramlarin arzu edilir

matematiksel 6zelliklere sahip olduklarinin da alt1 ¢izilmelidir.

KAYNAKLAR

[1] Rényi, A.(2007a), Probability Theory, Dover Publications, NY ,554

[2] Rényi, A.(2007b), Foundations of Probability, Dover Publications,NY , 23

[3] Garcia, A.L.(1994), Probability and Random Processes for Electrical Engineering, Addison-Wesley
Longman  Second Edition, 169

[4]Reza,Fazlollah M.(1994) , An Introduction to Information Theory, Dover Publications, NY , 80-81,289
[5] Press, W.H..et al.(1986), Numerical Recipes The Art of Scientific Computing, Cambridge University
Press ,NY, 482-483

[6] Cover, T.M.; Thomas, J.A.(2006), Elements of Information Theory, Wiley Interscience (Second Edition),

Hoboken, New Jersey ,254



	55_T_1_303_1.pdf
	BOSE-EINSTEIN YOĞUŞMASI VE TUZAKLANMIŞ BOZON-FERMİYON KARIŞIMLARI İÇİN DFT
	Cahit DEDE1, Ülfet ATAV2, Abdullah VERÇİN3
	1. GİRİŞ
	2. BOSE – EINSTEIN YOĞUŞMASI (BEC) NEDİR? 
	3. BOSE-EINSTEIN YOĞUŞMASININ DENEYSEL OLARAK GÖZLENMESİ
	4. TUZAKLANMIŞ BOZON-FERMİYON KARIŞIMLARI 
	4.1. Tuzaklanmış Bozon-Fermiyon Karışımları İçin DFT

	5. SONUÇLAR VE TARTIŞMA
	KAYNAKLAR


	53_T_1_303_3.pdf
	Anahtar Kelimeler: İndirgenmiş diferensiyel dönüşüm yöntemi, lineer olmayan dispersive denklemler.
	1. GİRİŞ
	2. METODUN ANALİZİ
	3. UYGULAMALAR
	3.1. Örnek
	3.2. Örnek

	4. SONUÇ
	REFERANSLAR

	44_T_1_209_4.pdf
	1. GİRİŞ
	2.2. Diskriminant Analizi
	           (5) 


	2.3. Temel Bileşenler Analizi
	Wilks’in 


	FEN_BASLIK.pdf
	60_31_O_1_303_1.pdf
	BOSE-EINSTEIN YOĞUŞMASI VE TUZAKLANMIŞ BOZON-FERMİYON KARIŞIMLARI İÇİN DFT
	Cahit DEDE1, Ülfet ATAV2, Abdullah VERÇİN3
	KAYNAKLAR


	FEN_2.pdf
	60_31_O_1_303_1.pdf
	BOSE-EINSTEIN YOĞUŞMASI VE TUZAKLANMIŞ BOZON-FERMİYON KARIŞIMLARI İÇİN DFT
	Cahit DEDE1, Ülfet ATAV2, Abdullah VERÇİN3
	KAYNAKLAR





