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Split Kuaterniyon Diziler ve Seriler
Sena Nur AKTAS
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Danigsman: Prof. Dr. Salim YUCE

Bu calismada, (+,+,-,-) pseudo-metrigini kullanarak split kuaterniyon dizileri,
yakinsaklik ve 1raksaklik kavramlari iizerinde calhisilmistir.  Yakinsaklik igin;
split kuaterniyon dizilerin bilesenleri ile limit ve pseudo-norma goére limit olmak
izere iki tamim verilmistir. Ayrica, split kuaterniyon dizilerin 6zellikleri iizerine
calisilmig, split kuaterniyon dizilerin yakinsakligi test edilmigtir. Ek olarak,
split kuaterniyon seri tanimi verilmis ve split kuaterniyon serilerin yakinsaklig

incelenmigtir.
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In this study; split quaternion sequences, their convergence and divergence concepts
were studied using the (+,+,-,-) pseudo-metric. For convergence; two definitions are
given as limit with the components of split quaternion sequences and limit according
to pseudo-norm. Also, the properties of split quaternion sequences were discussed
and the convergence of split quaternion sequences was tested. In addition, the
definition of the split quaternion series is given and the convergence of the split

quaternion series is examined.
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Oklid’in paralellik aksiyomunun ispatim1 arayan bircok matematikciden biri
olan Nikolay Lobacevski, paralellik aksiyomunun gecgerli olmadig1 hiperboloid
iizerinde bir geometri kurarak Oklid dis1 geometrinin temellerini atmistir. Henri
Poincaré ise bu geometriyi sanal birim kullanarak olusturmustur. Bdoylece,
Poincaré ve Minkowski’nin caligmalarinda 6zel gorelilik kuramiyla baglantili
olarak pseudo-Oklid uzay1 ortaya ¢cikmustir, [1]. Literatiirdeki tanimi su sekildedir:
r = (x1,Z2,...2Tp), ¥y = (Y1,Y2,...Yn) € R" olmak iizere R™ uzay1 iizerinde

tanimli

<$>y>R3 = Z%’yz - Z TilY;
i=1

i=n—v—+1

metrik tensor ile beraber R” uzayna v indeksli pseudo-Oklid veya semi-Oklid uzay:
denir ve R ile gosterilir, [2]. Ayrica, R” uzaymin standart bazi {e, ey, ..., e,} ve
r=(21,T2 ... Tn), Y = (Y1,Y2,- - - Yn)s 2 = (21, 22, ... 2,) € R" olmak iizere R”

uzayindaki vektorel ¢arpim ise

€1 €2 ... €np —C€pn_pr1 ... —E€n
ry T2 ... Tp—yp LTn—p+1 - .- Tn
TARp Y ARn == Arn 2= 1|Y1 Y2 -+ Ynv Yn—v+1 - Yn
~ Vv d . . . . .
n—1 adet vektor
21 k2 ... Zp—y Zn—v+1 - .- Zn

seklinde tanimlanir, [3].

Reel diziler, f(n) = a, gibi pozitif tam sayilar kiimesinden reel sayilar kiimesine
giden bir fonksiyon olarak tanimlanir ve (a,) olarak gosterilir. Eger Vn € Z7
icin a,, = b, ise (a,) = (b,) seklinde gosterilen iki diziye egit diziler denir. Eger
Vn € Z7 i¢in a,, # 0 ise (a,,) dizisine sifirdan farkli dizi denir. Ayrica, n,m € Z*



olmak iizere (n,,) siirekli artan tam sayilar dizisi, (a,,,) reel dizisinin bir alt dizisi
olarak tanimlanir. Geometrik diziler, a reel sayisi sabit ve r reel sayis1 ortak carpan
olmak iizere (a,,) = (ar™) ile tammlanir. |a,| < M olacak sekilde IM € Rise (ay,)
dizisine sturl dizi denir. ((—1)"a,,) dizisine alterne dizi, (1/a,) dizisine harmonik

dizi, (-V)"/a,,) dizisine alterne harmonik dizi denir, [4].

Limit kelimesi ilk olarak Oklid ve Arsimet tarafindan kullanilmistir. M.O. 350
yilinda Knidoslu Eudoxus, tiikketme yontemini gelistirerek limit ve yakinsama
kavramin ilk kullanan isim olmustur. Bir dairenin alanini, i¢ine kenar sayis1 artan
bir dizi diizgiin cokgen yazarak bulmustur. Ayni yontemi kullanarak M.O. 225
yilinda Arsimet, sonlu toplamli bir sonsuz serinin bilinen ilk drnegini vermistir, [5].
Daha sonra Newton, Sonsuz Serilerle Analiz lizerine yaptig1 calismalarda dizileri
ele almistir. Bolzano, Gauss ve Leibniz de bu alanda bir¢ok ¢alisma yapmustir.
1861 yilinda Weierstrass, asagida verilen limitin epsilon-delta tanimin ilk olarak

bugiin genellikle yazildig1 bicimde tanitmisgtir.

Bir dizinin yakinsak oldugu, Ve > 0 i¢cin n > N iken |a, — a| < € olacak
sekilde N € Z* varsa soylenir ve ¢ € R limit noktasina yakinsar denir. Reel
dizilerin limitleri varsa, tektir. Ayrica dizilerin; limitlerin toplami, toplamlarin
limitine; limitlerin carpimi, ¢arpimlarin limitine; limitlerin boliimii, boliimlerin

limitine esittir, [4].

Bir reel dizinin Cauchy dizisi oldugu n,m € Z* ve Ve > 0 i¢in Ym,n > N iken
la, — an| < € olacak sekilde N € Z7T varsa soylenir. Bir reel dizinin yakinsak
olmasi i¢in gerek ve yeter sart Cauchy dizisi olmasidir. Yine bir reel dizi sinirli ise

yakinsaktir.

Reel dizilerin terimlerinin sonsuz toplamina seri, sonlu toplamina serinin n. kismi
toplami, buradan elde edilen yeni diziye kismi toplamlar dizisi denir. Bir geometrik

serinin n. kismi toplami S,, = a(l —r") / 1 — r seklindedir.

Bir serinin yakinsak olmasi, kismi toplamlar dizisinin yakinsak olmasiyla

iligkilendirilir. Serilerin yakinsaklik testlerine bakilacak olunursa a,, — 0 ise Z an

n=1

o
serisi yakinsaktir. Z (a, — a,41) teleskopik reel serisinin yakinsamast i¢in gerek

n=1
o
ve yeter sart (a,) reel dizisinin yakinsak olmasidir. E ar"™! geometrik serisi;
n=1

o
Ir| < 1ise a/ 1 — r sayisina yakinsar, |[r| > 1 ise wraksar. Yine bir E a, serisinin

n=1



< €

yakinsak olmast i¢in gerek ve yeter sart Ve > 0 icin m,n € Z* iken ‘ Z ay
t=m

olmasidir. Bir diger test ise kok testidir: lim /a, < 1 ise seri yakinsaktir. Buna

n—o0

. . . a
benzer sekilde oran testinde de lim ntl
n—oo Ay,

< 1 1se seri yakinsaktir.

1843 yilinda William R. Hamilton reel kuaterniyonlar kesfetti: i2 = j2 = k% = —1,

17k = —1 olmak lizere

H = {p = po + p1i + p2j + psk : po,p1,p2,p3 € R}

ile tammladi. Burada i = —ji = k, jk = —kj = i, ki = —ik =
seklindedir. Hemen ardindan 1849 yilinda James Cockle coquaternion adim verdigi
split kuaterniyonlar tamimladi. Split kuaterniyonlar kiimesi; i = —1, j2 = k* = 1,

17k = 1 olmak tizere

Hs = {p = po + p1i + paj + psk : po,p1,p2, p3 € R}

seklinde tanimlanir. Burada ij = —j1 = k, jk = —kj = —i, kit = —ik = j
seklindedir.

2012 yilinda Georgiev, Morais ve Spross; reel kuaterniyon dizileri ve reel
kuaterniyon serileri tanimlamistir. Yaptiklar1 calismada bir reel kuaterniyon dizi,
{pn} = (an) + (bn)i + (cn)j + (dn)k seklinde, reel dizileri bilesen kabul
etmektedir. Bu dizilerin ve serilerin yakinsakligin1 epsilon-delta tanimi ile
vermistir, iraksakligini tanimlamistir. Reel kuaterniyon dizilerin; limitinin eslenigi,
esleniginin limitine; limitlerinin toplami, toplamlarinin limitine; limitlerinin
carpimi, carpimlarinin limitine; limitlerinin boliimii, bdéliimlerinin limitine;
limitlerinin normu, normlarinin limitine esit oldugu gosterilmistir, [[6]. Daha sonra
2014 yilinda yaptiklar1 ¢alismada Cauchy kuaterniyon dizi tanimini, yakinsaklik

testlerini vermistir, [/7].

1.2 Tezin Amaci

Son yillarda biiyiik ilgi goren kuaterniyonlar uzayi, geometri ve analizi calisilan
bir¢cok uzaydan sadece biridir. Bu tezde geleneksel olarak dizi ve limit kavramini

split kuaterniyonlara uyarlamaya calisarak, literatiire katmak amac¢lanmisgtir.



1.3 Bulgular

Bu tezde split kuaterniyon diziler ve seriler tanimlanmis olup yakinsaklik
kavrami bu uzaya uyarlanmistir. Yakinsaklik 6zellikleri ve testleri incelenmistir.
Cauchy split kuaterniyon tanimi verilerek yakinsaklik sartlar1 ele alinmistir.
Split kuaterniyon seriler tanimlanarak, yakinsaklik kosullari incelenmistir. Split

kuaterniyonlar i¢in kuvvet fonksiyonu ve yakinsaklik yarigap1 tanimlanmisgtir.



2

SPLIT KUATERNIYONLAR

Bu boliimde, calisma boyunca kullanacagimiz temel bilgilere yer verilecektir.
Bu bilgiler, split kuaterniyonlar cebiri hakkindaki birka¢ tamim ve teoremden

olusmaktadir. Bu bilgiler, [8-13]] kaynaklari1 kullanilarak olusturulmustur.

Tanmm 2.1. i = (0,1,0,0), j = (0,0,1,0), k = (0,0,0,1) € R* olmak iizere

HS = {p o <p07p17p27p3) : Po, D1, P2, D3 € R}
kiimesini tanimlayalim.
Ayrica p = (0, p1, p2, p3) € Hg olmak tizere Hg kiimesinin her elemani p = po + p
olarak yeniden ifade edilebilir.
Tanim 2.2 (Toplama islemi). Hg kiimesi iizerinde toplama islemi

p+q=po~+ 9,01+ q,p2+ @2, 3+ q3)
=(po+q)+(p+a)

ile tanimlanir.
Teorem 2.1. Hg kiimesi iizerinde toplama islemi icin asagidaki ozellikler gecer-
lidir:

1. Vp,q € Hg icin p + q € Hg saglanmr.

2. Vp,q,r € Hg icin (p+ q) +r = p+ (¢ + r) saglamr.

3. Vp € Hg i¢in p + O, = Opg + p = p olacak sekilde O, = (0,0,0,0) € Hg
vardr.

4. Vp € Hg i¢cinp + (—p) = (—p) + p = Ouy olacak sekilde
—p = (=po, —P1, —p2, —p3) € Hg vardir.



Sonuc 2.1. Hg kiimesi, iizerindeki toplama iglemi ile birlikte bir abel gruptur.

Tamm 2.3 (Esitlik). p = (po,p1,P2,03), ¢ = (90, q1,2,93) € Hg olmak iizere
p = q olmast i¢in gerek ve yeter sart pg = qo, P1 = q1, P2 = G2, P3 = @3 olmasidir.

Tanim 2.4 (Carpma islemi). Hg kiimesi tizerinde ¢arpma islemi
pq =(Podo — P1q1 + P2g2 + P3Gs,
Poq1 + P1qo — P293 + P3q,
Poq2 — P1q3 + P2qo + P3qu,

Poq3 + P12 — D21 + P3do)
=podo — (P, A)rz + Pod + ¢oP — P Amg 4

ile tanimlanir.

Teorem 2.2. Hg kiimesi iizerinde carpma islemi icin asagidaki ozellikler gecerlidir:

~

. Vp,q € Hg icin pq € Hg saglanir.

N

. p,q € Hg olmak iizere genellikle pq # qp seklindedir.

9%

. Vp € Hg igin plg, = lu,p = p olacak gekilde 1y, = (1,0,0,0) € Hg

vardir.

A

. Vp,q,r € Hg icin p(q + 1) = pq + prve (p + q)r = pr + qr saglanr.

|

. Vp,q,r € Hg icin (pq)r = p(qr) saglanr.

Ispat.

1. Vp,q € Hg icin

pq = (Podo — P1q1 + P2G2 + P3s,
Poq1 + P1go — P2G3 + P3qo,
Poq2 — P143 + P2go + P31,
Pogs + P1G2 — p2qi + p3qo) € Hs

oldugu kolaylikla goriiliir.



2. p,q € Hg olmak lizere

pq = (Podo — P1¢1 + P2G2 + Pss, qp = (qopo — q1p1 + G2p2 + q3p3,
Poq1 + P1Go — P243 + P3q2, ve qoP1 + q1Po — G2p3 + 43D2,
DPoq2 — P143 + P2qo + P31, qop2 — q1P3 + q2po + 3P,
Pogs + P1g2 — P2q1 + P3qo) qop3 + q1p2 — Gap1 + G3po)

oldugundan genellikle pg # gp seklindedir.

4. Vp, q € Hg igin

plq + 1) =(polqo + 10) — prlqr + 1) + p2(a2 + 72) + ps(gs + 13),
po(qr +71) +p1(qo + 7o) — p2(gs + 73) + p3(g2 + 12),
po(qz +72) — p1(gs + 73) + p2(qo + 70) + p3(q +71),
po(gs +73) + p1(g2 +12) — p2(q1 + 1) + p3(qo + 70))

=(Pogo — P1q1 + P2g2 + P3q3 + PoTo — P71 + Par2 + P33,
Poq1 + P1qo — P2qs + P3Gz + poT1 + P1To — P2T's + Pare,
Poq2 — P193 + P2qo + P3¢y + PoT2 — P17'3 + PaTo + Pari,
Pogs + P1g2 — P2Gi + P3qo + Por's + piT2 — Par1 + Pro)
=pq + pr

\%&

(P +q)r =((po + qo)ro — (P1 + q1)r1 + (P2 + @2)72 + (P3 + g3)3,
(po + qo)r1 + (p1 + q@1)ro — (p2 + q2)rs + (3 + g3)r2,
(Po + qo)r2 — (p1 + q1)rs + (P2 + @2)ro + (p3 + g3)r1,
(po +qo)rs + (1 + q1)r2 — (P2 + @2)r1 + (p3 + g3)70)
=(poro — p1r1 + par2 + P33 + qoTo — i1 + qaTe + G373,
DPoT1 + Piro — P2r3 + P32 + qort + qiTo — ¢273 + (372,
PoT2 — P13 + P2To + Pari + qoT2 — 173 + 2o + 371,
PoT3 + P12 — par1 + pavo + qoTs + 12 — qar1 + q370)
=pr + qr

yazilabilir.



5. Vp,q,r € Hg i¢in

qr = (qoro — @111 + @272 + 373,
qoT1 + q1To — G213 + q3T2,
qoT2 — q173 + G270 + q37T1,
Qo3 + q1r2 — GaT1 + q37o)

olup

(pg)r = (Pogoro — PraTo + Pagaro + P3gsro — (Poqury + Prdory — Pagsty + P3qar)

+ PogaT2 — P143r2 + P2qoT2 + P3qiT2 + PogsTs + P1G2T3 — P2giT3 + P3qor3,
Poqort — P1qiT1 + P2gaT1 + P3qgsTi + PoqiTo + P1goTo — P2g3To + P3q2To

— (Pogars — P143T3 + P2qoTs + P3qiT3) + Pogsra + P1gara — P2qiT2 + P3qoT,
PoqoT2 — P11t + P2qars + P3qsre — (PoqiTs + P1qoTs — P2qsrs + P3qars)

+ PoG2To — P143To + P2qoTo + P3qiTo + PogsTt + P1g2T1 — P2qiT1 + P3qoTi,
PoqoT3 — P1G1T3 + P2qaT3 + P3G3rs + PoqiT2 + P1GoT2 — P2q3T2 + P3GaT2

— (Pog2r1 — PrgsT1 + P2qory + P3qary) + PogsTo + P1garo — P2qiTo + Psdoro)

\

p(qr) = (PogoTo — Poqi7T1 + Poq2r2 + Poqsrs — (P1gor1 + P1qiTo — P1gaTs + P1GsT2)
+ P2qoT2 — P2q173 + P2gaTo + P2g3rt + P3qors + P3qiT2 — P3qaT1 + P3qsTo,
PogoT1 + PoqiTo — PogaT3 + PogsT2 + P1goTo — P1q1T1 + P1g2T2 + P1gars3
— (P2qor3 + P2qiT2 — Pagar1 + PagaTo) + P3qoT2 — P3qiT3 + P3garo + P3dsT,
PoqoT2 — Poqi73 + Pogaro + PogsTi — (P1qors + P1qiTe — P1gar1 + P1gsTo)
+ P2GoTo — P2q1T1 + P2GaT2 + P2q3T3 + P3qoT1 + P3qiTo — P3GeTs + P3qaTa,
PoqoT3 + PoqiT2 — Poq2T1 + PogsTo + P1goT2 — P1G1T3 + P1g2To + P1q3Ty
— (P2qor1 + P2qi70 — P2gers + P2qsr2) + P3GoTo — P3@iT1 + P3dera + Psqsrs)

elde edilir. Buradan (pq)r = p(qr) oldugu goriiliir.

Sonug¢ 2.2. Hg kiimesi, iizerindeki toplama islemi ve ¢arpma islemi ile birlikte

degismeli olmayan birimli bir halkadir.

Sonuc¢ 2.3. H kiimesi, iizerindeki toplama islemi ve ¢carpma islemi ile birlikte bir

cisim degildir.



Ispat. Hg kiimesi iizerindeki ¢arpma iglemi degismeli olmadigindan Hg — {Og, }
kiimesi, lizerindeki ¢carpma islemi ile bir abel grup degildir. O halde Hg kiimesi,

izerindeki toplama islemi ve ¢arpma islemi ile birlikte bir cisim degildir. [

Tanmm 2.5. Hg kiimesi, iizerindeki toplama, esitlik ve carpma iglemi ile birlikte,
her p = (po, p1, P2, p3) elemanina bir split kuaterniyon denir ve Hg kiimesine split
kuaterniyonlar kiimesi denir.

po elemanina, p split kuaterniyonunun skaler kismi denir ve S(p) = po ile gosterilir;
p elemanina, p split kuaterniyonunun vektérel kismi denir ve V (p) = p ile gosterilir.
Boylece her p split kuaterniyonu p = S(p) + V(p) ile ifade edilebilir. Her p split
kuaterniyonunun vektorel kisminin olusturdugu kiimeye pure split kuaterniyonlar

kiimesi denir ve
]HIS = {p = <O7p17p27p3) . D1, P2, P3 € R}
ile tanimlanir.

Not. p, ¢ € Hy igin genellikle V(pq) # V (p)V (q) gegerlidir.

Tanim 2.6 (D1s carpim islemi). Split kuaterniyonlar kiimesi tizerinde dis carpim

islemi
Ap = (Apo, Ap1, Ap2, Ap3)
ile tanimlanir.
Teorem 2.3. Split kuaterniyonlar kiimesi, bir reel vektor uzayidir.
Ispat.
1. VA1, A2 € R, Vp € Hg igin

(A1 + A2)p = (A1 + A2)po, (A1 + A2)p1, (A1 + A2)pa, (A1 + Aa)ps)
= ()\1290, A1D1, AMip2, )\1193) + ()\21)0, A2D1, Aapa, )\21?3)
= (A1p) + (A2p)

saglanir.

2. VA € R, Vp, q € Hg i¢in

Ap+q) = (AMpo+ q0), A(p1 + @1), AM(p2 + @), A(ps + q3))
= (Ap) + (Ag)



saglanir.
3. VA1, A € R, Vp € Hg i¢in
(MA2)p = ((MA2)po, (A1 A2)p1, (A1A2)pa, (A1A2)ps)

= (A1(A2po), A1(Aap1), A1(Aap2), Ar(Aaps))
=M (/\22?)

saglanir.
4. (R, +,.) cisminin “-” iglemine gore birim elemani 1 olmak iizere Vp € Hg
icin 1p = p saglanir.
O halde split kuaterniyonlar kiimesi, tizerindeki toplama islemi ve ¢carpma iglemi ile
birlikte bir reel vektor uzayidir. |
Teorem 24. i = (0,1,0,0), 7 = (0,0,1,0), & = (0,0,0,1) € Hg olmak iizere

{1,1, 3, k} sistemi, split kuaterniyonlar reel vektor uzaymmn bir bazidur.

Ispat. ¥p = (po, p1,p2, p3) € Hg igin

p :(p07 07 07 O) + (07p17 07 0) + (07 07]727 0) + (07 07 07p3)
:p0(17 07 07 0) +p1(07 ]-7 07 0) +p2(0) 07 17 O) +p3(07 07 07 1)
=po + p1t + p2j + p3k

yazilabileceginden Sp{1,i, j, k} = Hg elde edilir. Ote yandan \g, A1, A2, \3 € R
icin \g + A2 + Xoj + A3k = Omg iken \g = A\ = Ay = A3 = 0 olacagindan

{1,1, 7, k} sistemi lineer bagimsizdir. [ |

Sonuc¢ 2.4. boyHs = 4 oldugundan split kuaterniyonlar kiimesine 4-boyutlu reel

vektor uzay denir.

Not. Her p split kuaterniyonu p = py + p1¢ + p2j + psk ile yeniden ifade edilebilir.

Not. Split kuaterniyonlar kiimesinin baz elemanlari i¢in

=(0,1,0,0)(0,1,0,0) = (-1,0,0,0) = —1
=(0,0,1,0)(0,0,1,0) = (1,0,0,0) =1
k? = (0,0,0,1)(0,0,0,1) = (1,0,0,0) = 1

10



yazilabilir. Ayrica

ij =(0,1,0,0)(0,0,1,0) = (0,0,0,1) = k,
ji =(0,0,1,0)(0,1,0,0) = —(0,0,0,1) = —k,
jk =(0,0,1,0)(0,0,0,1) = —(0,1,0,0) = —1,
kj =(0,0,0,1)(0,0,1,0) = (0,1,0,0) = 1,
ki =(0,0,0,1)(0,1,0,0) = (0,0,1,0) = j,
ik =(0,1,0,0)(0,0,0,1) = —(0,0,1,0) = —j,

i(jk) =i(—i) = —i* =1,
i)k =(k)k =k* =1

yazilabilir. Boylece split kuaterniyonlar kiimesinin baz elemanlar i¢in asagidaki

carpim tablosu elde edilir.

1 i 5k
11 i j k
ili -1 k —j
ili -k 1 —i
Elk 5 i 1

Tablo 2.1 Baz elemanlar1 ¢carpim tablosu

Not. iki split kuaterniyonun garprmi

pq = (po + pri + paj + p3k)(qo + qui + q2j + g3k)
seklinde Tablo kullanilarak bilesen bilesen ¢arpma ile de bulunabilir.

Not. Her p split kuaterniyonu,

p = (po+pii) + (p2 +psi)j = w+vj, w,veC
p = (po+ p1i) + (p3s — p2i)k = w+ vk, w,veC
p = (po+psk) + (p1 +pok)i=h+gi, h,geH
p=(po+psk)+ (p2+mk)j=h+gj, hgeH
p=(po+paj) +(p1 —p3j)i=h+gj, hgeH
p=(po+p2j)+ (03 —p1j)k=h+gk, h,geH

11

seklinde yeniden ifade edilebilir. Burada H kiimesi hiperbolik sayilar kiimesidir.



Teorem 2.5. Split kuaterniyonlar kiimesi bir reel kuaterniyon cebiridir.

Ispat. ¥p,q,r € Hg, X € Rigin

L. plg+r) = (pg) + (pr) ve (p + q)r = (pr) + (¢r),

2. plgr) = (pa)r,

3. (Ap)g = p(Aq) = Alpq)
yazilabildiginden Hg kiimesi, iizerindeki toplama iglemi, carpma islemi ve dis
carpim ile birlikte birimli ve birlesmeli bir reel kuaterniyon cebiridir. |

Teorem 2.6. Split kuaterniyonlar kiimesi

1. Sifir bolene,
2. Nilpotent elemana,

3. Idempotent elemana

sahiptir.

Ispat.

1. Omg # p, q € Hg olmak tizere pg = Og, olsun. Bu durumda

pq = (Podo — P1q1 + P2q2 + P3s,
Poq1 + P1Go — P2g3 + P3q2,
Pod2 — P1G3 + P2go + P3qi,
Pogs + P1G2 — P2q1 + P3qo)
= (0,0,0,0)

yazilabilir. Esitlik tanimindan

Pogo — P1g1 + P2gs + p3q3 = 0
Pog1 + P1Go — P2q3 + p3gz = 0

2.1)
Pog2 — P1g3 + p2qo + p3q1 = 0

DPogs + p1g2 — p2qi + p3go = 0

12



lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin katsayilar matrisi

determinanti

do —q1 q2 a3
g qo —q43 G2

a2 —qs 4q0 41
a3 a2 —q do

—(@+Ed - -¢) =0

olmasi durumunda (2.1) sisteminin sifirdan farkli ¢6ziimii vardir. O halde
@+ ¢ = ¢3 + ¢3 esitligini saglayan her ¢ split kuaterniyon i¢in pg = Og,
esitligini saglayan p split kuaterniyonu vardir.

2. p? = pp = Oy, olsun. Bu durumda

p® = (py — P} + D3 + p3, 2p0P1, 2P0P2, 2P0P3) = O

yazilabilir. Boylece py = 0 ve p} = p3 + p3 olmasi durumunda p split

kuaterniyon nilpotent elemandir.
3. p? = p olsun. Bu durumda

p? = (p2 — p? + P2+ P2, 2p0p1, 2p0p2, 200p3) = (Do, P1, D2, P3)

1 1
yazilabilir. Boylece py = 5 Ve pi+pi—pi = 1 olmas1 durumunda p split

kuaterniyon idempotent elemandir.

Ornek 2.1. p = (1,1,1,-1), ¢ = (0,1,1,0) € Hg icin pg = Oy, elde
edileceginden p ve ¢ sifir bolendir.
Ornek 2.2. p = (0,v/2,1,1) € Hg igin p> = Oy, elde edileceginden p split

kuaterniyonu, nilpotent elemandir.

.. 1 1
Ornek 23. p = (5,0,0, 5) € Hy icin p> = p elde edileceginden p split

kuaterniyonu, idempotent elemandir.

13



2.1 Split Kuaterniyonlar Uzerinde Temel islemler

Tanim 2.7 (Eslenik). Vp € Hg split kuaterniyonunun eslenigi
P =po — p1i — p2j — psk

ile tanimlanair.

Teorem 2.7. V) € R, Vp, q € Hyg icin asagidaki ozellikler gecerlidir:

L. p=p

2. Ap=p,

3 p+q=Dp+7q

4. pq = qp,

5. pq = qp.
Ispat.

1. Vp € Hg icin

(D) =po — p1i — p2j — sk
=po — (—p11) — (—p2j) — (—p3k)
=po + p1i + paj +p3k =p

yazilabilir.

2. VA € R, Vp € Hg i¢in

(Ap) =Apo — Ap1i — Apaj — Apsk
=\ (po — p1t — paj — p3k) = A\p

yazilabilir.

3. Vp,q € Hg icin

(p+a)=po+q+ P1+q)i+ (p2+q)j+(ps+ @)k
=po+qo— (p1+q1)i — (p2+q2)j — (b3 + )k
=po + qo — p1t — 1% — P2j — q2J — P3k — qsk
=p+q

14



yazilabilir.

4. Vp,q € Hg icin

Dq =Podo — P1q1 + P2G2 + P3gs,
— (Poq1 + P10 — P2q3 + P3q2)i
— (Pog2 — 143 + P2go + P3q1)J
— (Pogs + P12 — P2q1 + P3qo)k

Ve

7P =qopo — (—q1)(—p1) + (—a2)(—p2) + (—¢3)(—ps3)
+ (qo(=p1) + (—q1)po — (—=@2)(=ps) + (—¢3)(—p2))i
+ (qo(=p2) — (=) (=ps) + (—a2)po + (—¢3)(=p1))J
+ (q0(=ps) + (=q1)(=p2) — (=a2)(=p1) + (—q3)po)k
=qoPo — q1P1 + ¢2p2 + q3P3
+ (—qop1 — @1Po — G2p3 + @3p2)i
+ (—qop2 — q1p3 — q2po + q3p1)J
+ (=qops + @1p2 — q2p1 — q3po)k

olup pq = ¢ p elde edilir.

5. Vp,q € Hg icin

PA = —p1qq + P2ga + p3qs + (—p2qs + p3qe)i + (—p1gs + p3qi) g + (P1ge

olup pq = qp elde edilir.

Tanim 2.8 (Split Kuaterniyon Degerli I¢ Carpim Fonksiyonu). Split kuaterniyonlar

tizerinde

<,> ZH5XH5—)HS
(r,q) = (p,q) = pq

15
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ile tanimlanan fonksiyon, split kuaterniyon degerli bir i¢ carpim fonksiyonudur.

Tamm 2.9 (Reel Degerli i¢ Carpim Fonksiyonu). Split kuaterniyonlar reel vektor

uzay1 iizerinde

<, >Hs : HSHS —R

(020) = (r4)is = 307+ D)

= Poqo + P191 — D292 — P3q3

ile tanimlanan fonksiyon, asagidaki Ozellikleri sagladigindan reel degerli bir

indefinite i¢ carpim fonksiyonudur:

1. Vp,q € Hg icin (p, ¢)ms = PoGo + p1¢1 — P2q2 — P3qs = (¢, pyms gegerlidir.

2. Vp,q,r € Hg ve \, u € Rigin

(Ap + pg, m)mg = (Apo + pgo)ro + (Ap1 + pgi)r — (Ap2 + pg2)r2 — (Aps + 11gs)7s
= Aporo + pqoTo + Ap1r1 + qiT1 — ApaTa — pgaT2 — Ap3rs — [1G3T3
= AMporo + pi7m1 — par2 — psr3) + p(qoro + @1 — Gar2 — q373)
= Mp, 7)ms + 1{q, T)Es

ve
(D, Aq + prymg = po(Ago + pro) + pr(Agr + pr1) — po(Aga + pr2) — ps(Ags + prs)
= ApoQo + 1poTo + AP1q1 + pp1T1 — AD2Ga — [paTe — AD3qs — [Lq3T3

= MPpoqo + P1q1 — P22 — P3q3) + (poro + p1r1 — par2 — Psr3)
= AP, Qms + 1D, T)mg

gecerlidir.

e p # Oy, i¢in (p,p)u, = p3 + p7 — p5 — p3 olup pozitif, negatif veya sifir
olabilir.

Not. Reel degerli i¢ carpim fonksiyonunun pseudo i¢ ¢carpimina esit oldugu goriiliir.
Yani (, )ms = (, )rs yazilabilir. Ayrica (p, ¢)us = S(pq) = 5(¢p) oldugunu gdrmek

mimkiindiir.

16



Not. Split kuaterniyonlar uzayi iizerindeki reel degerli i¢ ¢arpim fonksiyonu i¢in

asagidaki ozellikler gecerlidir:
1. po,qo € R ve p,q € Hg olmak tizere Vp = py + p, ¢ = qo + q € Hg icin
(P, @)ms = Pogo + (P, A)gs,
2. wy,v1,ws, v € C olmak tizere Vp = wy + v1J,q = wy + v9) € Hg igin
(P, )ms = (w1, wa)c — (v1,v2)c,
3. hi, 91, ho, g2 € H olmak lizere Vp = hy + ¢1%,q = ho + g2t € Hg icin
(0, Qg = (h1, ho)u + (91, 92)

seklindedir.

Tanim 2.10. p, g € Hg olmak iizere (p, ¢)m, = 0 ise p ve g pseudo-ortogonaldir

denir. p Ly, q ile gosterilir.

Tamim 2.11. Her p split kuaterniyonunun karakteristik fonksiyonu

L, = pp = (p,p)us = Po* + p1” — po° — ps°
ile tanimlanir. Buna bagl olarak
» [, > O1ise p, spacelike (sl) split kuaterniyon,

» [, < 0ise p, timelike (tl) split kuaterniyon,

» I, = O1ise p, lightlike (1I) split kuaterniyon

olarak adlandirilir.

Teorem 2.8. Vp € Hg icin

]. [p - [p,
2. I, = AL,
3' Ip—l-q - ‘[p + Iq + 2<p7 Q>HS)

4. I,, = 1,1,
ozellikleri saglanir, [|14)].
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Not. Split kuaterniyonlar, vektorel kisimlarinin karakteristigine gore 6 sinifa
ayrllnﬂ:

b P
1. | sl|sl
2. (sl |t
3.0sl |1l
4.1t | d
5.1t
6. (111

Tablo 2.2 Split kuaterniyonlarin sinmiflandirilmasi

Not. Split kuaterniyonlarin karakteristik fonksiyonu i¢in agsagidaki Ozellikler

yazilabilir:

1. po,q0 € R ve p,q € Hg olmak iizere Vp = py + p, ¢ = qo + q € Hg icin
(Po, P)mg = 0 olup

I, = {po + P, po + P)rs = (Po, Po)us + 2{po, P)us + (P, P)us = Po° + Ip,
2. w,v € C olmak iizere Vp = w + vj € Hg i¢in
I, = (p,p)us = (w,w)c — (v, v)c = |wllc — [|v]lc,
3. h,g € H olmak tizere Vp = h + gt € Hyg i¢in

Iy =p:pus = (hh)p +{9,9)n =+ 1,

yazilabilir. Burada Vh € H i¢in hiperbolik sayilarin karakteristik fonksiyonu

I, = (h, h) g ile tanimlanmugtir.

Tanim 2.12. w,v € C olmak iizere p = w + vj € Hg i¢in

l. ||lw|lc > ||v||c ise p, spacelike split kuaterniyon,
2. |lwllc < ||lv||c ise p, timelike split kuaterniyon,

3. ||w|lc = ||v||c ise p, lightlike split kuaterniyon

olarak adlandirilir.

I'Split kuaterniyonlarin siniflandirilmasi hakkinda detayl bilgi, [[14] numaral kaynakta bulun-
abilir.
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Ornek 2.4. p,q € Hg olmak iizere (p, ¢)mg i¢ carpiminin durumu Orneklerle

incelenmistir.
» a spacelike timelike lightlike
2+k,24j)ug >0 (2+k,14+2j)pg >0 (2+k,1+kmg >0
spacelike | (2 4 &, 1 + 30+ 3k)pg <O (2+k, 145+ 2k)ug <0 (142i+k,2+i+j+2ku, <0
(24+k,1+2i42k)p, =0 (2+k,142k)ug =0 (2+k,14+2i4+54+2k)p, =0
(142K, 1+ 2j)ug >0 142k, 1+ j)ug >0
timelike (1+2k,14i+j+2ku, <0 (1+2k, 1+ k)ug <0
(1414 +2k,2+2i+ 35 + 2k)m, =0 (1+2k,24i+2j+k)gg =0
(1+k,2+i+2j+k)mg >0
lightlike (14k,142i+j+2k)yg, <0
(1+k2+i+j+2k)gg =0

Tablo 2.3 Split kuaterniyonlarda i¢ ¢arpim inceleme

Sonuc 2.5. Herhangi iki tiirdeki split kuaterniyon pseudo-ortogonal olabilir.

Ornek 2.5. p,q € Hg olmak iizere (p,q)m, i¢ ¢arpiminin durumu Srneklerle

incelenmisgtir.
5 1 spacelike timelike lightlike
(20 + k,2i 4 j)ms >0 (20 + k, —k)gg >0 (26 +k,i+k)gg >0
spacelike | (2 4k, —2i + j + k)g. < 0 (2 + K, kg, <0 (2i+k,j+ k)mg <0
(P, a)ms #0 (2+k,1+2k)ms =0 (P, A)mg # 0
(04 2k, i+ 2j)mg <0 (i 42k, i+ j)ms >0
timelike (i + 2k, j + 2k)ms >0 (i +2k,i+ k)ms <0
(i + 2k, j)ms = 0 (30 + 5k, 5i + 45 + 3k)gs =0
(i 4k, 2 + 20 + 2§)ms >0
lightlike (i 4k, —2i + 2j)mg <0
(i + k,2i + 2k)mg =0

Sonu¢ 2.6. p spacelike,

Tablo 2.4 Pure split kuaterniyonlarda i¢ ¢arpim inceleme

(p, q)mg # 0 dir. Yani pseudo-ortogonal olamazlar.
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Ispat. p spacelike, q spacelike (lightlike) olsun. O halde I, = p? — p3 — p2 > 0 ve
Iq = qi—q5—q5 > 0olup piq; > p3gs+p3q5 +p3q;+p3q3 yazilabilir. (p, q)ug = 0
oldugu kabul edilirse piq1 = paga + P3qs Ve piq; = P3gs + P3G5 + 2P202D3Gs
yazilabilir. O halde

PAGE + DA + 2paqopags > Paqs + pagE + pags + pig

ve buradan

—(p3qz2 — p2gs)® > 0
celiski elde edilir. Dolayistyla (p, q)g, # 0 dir.

Not. (p,¢)ms = pog + (P,q)ms oldugundan (p,q)m, # O olsa bile
(P, A)ms = —Poqo iken (p, ¢)m, = 0 olabilir.

Ancak p lightlike p lightlike iken py = 0 yani (p, ¢)m, = (P, d)m, oldugundan g
spacelike ise (p, ¢)m, # 0 dir. Yani vektorel kismu spacelike olan spacelike split

kuaterniyon ile pure lightlike split kuaterniyon pseudo-ortogonal olamazlar.

Tamm 2.13 (Ters). I, # 0 olmak iizere p split kuaterniyonunun tersi p~! = I£ ile

p
tanimlanir.

Teorem 2.9. Vp € Hg icin

]' (Z_?)_l :p_ly
2. (Ap) " =
3. (p+q) " #pt + ¢ (genellikle)

4. (pg)~" # plq" (genellikle)
ozellikleri saglanr.

Not. p, g € Hg icin

i _ 1. _
e plugqgvel, =1 ise (p+q) 1:5(29 g,

e plu,qvel,=0ise(p+q) " =p '+

2

<=l
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-1

o pJ_Hque[pzoise(p—l—q) =q '+

=

esitlikleri gecerlidir.

Tanmm 2.14 (B6lme). I, # 0 olmak lizere split kuaterniyonlar kiimesi iizerinde

sagdan bolme iglemi pg—! ile tammlanir, soldan bélme islemi ¢~ 'p ile tanimlanur.

! Bu ¢alisma boyunca sagdan bolme islemi ele alinacaktir.

Tanim 2.15 (Norm). Vp € Hg split kuaterniyonunun pseudo normu

Iplles = VI sl = /1]

ile tamimlanir. Calisma boyunca ||.||m, = ||.|| olarak alinacaktir.
Not. Split kuaterniyonlarin pseudo normu i¢in asagidaki ozellikler gecerlidir:

1. po,qo € R ve p,q € Hg olmak iizere Vp = pg + p, ¢ = qo + q € Hg i¢in
Ipl1? = |po® + Lpl,

2. w,v € C olmak iizere Vp = w + vj € Hg icin |[p|* = ||wllc — [|v]|c|.

3. h,g € H olmak iizere Vp = h + gi € Hg icin ||p||* = |1 + I,

seklindedir. Ozel olarak h,g € H hiperbolik sayilarinin iicgen esitsizligini
saglamast durumunda ||p|| < ||h|| + ||g|| yazilabilir.

Teorem 2.10. Vp, g € Hg icin norm iglemi asagidaki ozellikleri saglar:

1 |[Apll =

2. lpall =

3. pll = ll=pll = [l
Ispat.

1. VA € Rve Vp € Hg i¢in

1wl =1/ 1p0)? + (p1)? — (Ap)? — (Aps)?
Z\/ [ A2p3 + N2p} — A%p5 — A%p3|

:W\/\p% +p} —p3 — 3| = Al llp|

elde edilir.
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2. Vp,q € Hg icin

1P|l = (|(Pogo — P1a1 + P2a2 + P3a3)° + (Poqi + P1do — P23 + P3¢2)°
—(pog2 — P1g3 + P2go + P3sq1)” — (Pogs + Prg2 — P2 +p3CI0)2D1/2

= (|(oq0)® + (pra1)? + (P242)* + (P343)* — 2podgopras + 2P2¢2p30s3

+ 2pogopaga + 2PodoPsds — 2P1G1page — 2p1q1psds + (pogi)?

+ (p10)” + (p23)” + (P3@2)? + 2Poqip1do — 2P2q3D342

— 2poq1P293 — 2p19op243 + 2poq1P3q2 + 2P19oP3g2

- ((pOCI2)2 + (p143)* + (p290)” + (P301)” — 2P0G2p143

+ 2p2qopsq1 + 2Poq2p2qo0 — 2p1G3p2q0 + 2PoqaPsqr — 2p1Q3p3Q1)

— ((pog3)” + (P142)” + (P2q1)” + (P3q0)* + 2P0G3P1G2

—2pa1Psdo — 2PodsPads — 2P1Gapads + 2Podspsdo + 2p1aapsqo) |)
= (|(poq0)® + (pra1)? + (P242)* + (p3a3)* + (pod1)* + (P1o)’

+ (p2a3)” + (p322)* — (Po@2)” — (P143)* — (P20)* — (P3q1)”

_(pOQ3)2 - (p1Q2)2 - (p2Q1)2 - (]03%)2!)1/2

\%&

el llall =+/|98 + 92 — 23 — B3l / |63 + & — & — &

= (|pias + Pias — Pags — PRaaPedt + Piat — P3ai — Paai

1

243 — P2+ PAEE + PR — PG — 2a + g + paad|)

= (|(pog0)* + (p10)? = (P200)* — (30)? + (Poq1)* + (1)’
- (p2Q1)2 - (p3Q1)2 - (pOCI2)2 - (p1Q2)2 + (pQQ2)2 + (p3CI2)2

—(pogs)® — (11a3)” + (p2q3)” + (P3C]3)2|)1/2

olup |lpq|| = ||pll [|¢|| elde edilir.

3. Vp € Hg i¢in

1Bl =/ [23 + (=pa)? + (=p2)? + (=p2)?| = /|12 + %+ 03 + 43,
1=l =/ (902 + (=p2)? + (=p2)? + (=ps)?| = /|7 + % + 93 + 3

lpll =\/123 + 23 + 93 + 47

Y

yazilabileceginden ||p|| = ||—p|| = ||p|| oldugu goriiliir.
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Not. p spacelike split kuaterniyon ise ||p||> = I, olup p~* seklindedir.

H ||2
H E seklindedir.

Tanim 2.16. p, ¢ € Hg ve I, # 0 olmak iizere p vektoriiniin ¢ vektorii iizerine dik

p timelike split kuaterniyon ise ||p||? = —1I, olup p~! =

izdiistim vektorii

ile tanimlanir.

Tanmm 2.17. p,q € Hg, I, # 0 ve p vektoriiniin g vektorii iizerine dik
izdiisiim vektorii [zd,(p) olmak tizere Z,(p) = p — Izd,(p) ile tammlanir.
Ayrica Z,(p) Lu, g seklindedir.

Teorem 2.11. p,q € Hg ve I, # 0 olmak iizere

* p spacelike, q timelike ise Z,(p) spacelike,

* p timelike, q spacelike ise Z,(p) timelike
split kuaterniyondur.

Ispat. p,q € Hg igin

I2,0) =24(p) Z4(p)

- <p . <p,;1q>Hs q> (p _ <p,;1q>qu>

_ pus ~ pQus _, PDF, _
zpp—< ]>Hqu—< ]>qup+ IQHSqq
q q q
P Qs — . ., (D)
=1, — %(pq +qp) + 72 - 1
q q
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ve buradan

POk | (0 2i
Iz, =1, — 2 S+ 3

(p) p Iq ]q

_; _ o
p ]q
elde edilir. O halde
. N B (P, Q)i :
* p spacelike, ¢ timelike ise Iz, ) = [, — 7 > 0 olup Z,(p) spacelike
q
split kuaterniyondur;
(D ),

* p timelike, ¢ spacelike ise Iz ) = I, — 7 < 0 olup Z,(p) timelike

q
split kuaterniyondur.

Teorem 2.12 (Cauchy Schwarz Esitsizligi). p, q € Hg olmak iizere

1. p, q spacelike,

* Zy(p) spacelike ise |(p, q)us| < |pllllg

>

o Z,(p) timelike ise |(p, q)us| > |Ip llall.

* Z,(p) lightlike ise |(p, q)uy| = |Iplllq

2. p, q timelike,

* Z,(p) spacelike ise |{p, q)ug| > |pllllal.

o Z,(p) timelike ise |(p, ¢)u,| < ||p|lllq
* Z,(p) lightlike ise |(p, q)us| = |Ipllllq

’

esitsizlikleri gecerlidir.

Ispat. p = Og, veya ¢ = O, ise ‘(p, Q>Hs‘ = 0 ve ||p|lllgll = 0 oldugundan
[(p, @) | = |Ipll|lg|| asikardur.

p veya q lightlike ise |(p, ¢)us| > 0 ve [|p|||¢|| = 0 oldugundan
[P, a)us| = lIplllall yazlabilir (asikardrr).
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1. p, g spacelike ise 0 < I, = ||p||%, 0 < I, = ||¢||* olup

» Z,(p) spacelike ise

yazilabilir. Buradan

Il > (p, Q>I%IS
olmak tizere

Ipl*llgl* > (p, )i,

veya

Iplllall >|(p, a)es]

elde edilir.
* Z,(p) timelike ise ||p[|||q|| < |(p, q)us| elde edilir.
* Z,(p) lightlike ise [|p|||q|| = |{(p, ¢)s| elde edilir.

2. p, q timelike ise 0 > I, = —||p||?, 0 > I, = —||¢||* olup

* Z,(p) spacelike ise

(v, a)i
I, — £ >0
p [q
yazilabilir. Buradan
;P Qg
b I

veya

]pIq <<p, ‘DI%]IS
olmak tizere

IpIPllall” <(p,a).
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veya

Ipllllgll <|{p, @)ms]|

elde edilir.
* Z,(p) timelike ise [|p[[||q|| > |(p, q)us| elde edilir.

* Z,(p) lightlike ise [|p]|[|g]| = |{p, ¢)us | elde edilir.

[ |
Sonuc 2.7. p, q € Hg olmak iizere p spacelike (timelike), q timelike (spacelike) ise
—lpl*llall? <(p )i

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. p spacelike, ¢ timelike ise Teorem m geregince Z,(p) spacelike split

kuaterniyondur. Ayrica 0 < I, = ||p||%, 0 > I, = —||¢||* olup
2
I - <p7;1>Hs -0

yazilabilir. Buradan

olmak tizere

veya

—lIpl*llal* <{p, @i,
elde edilir.
Benzer sekilde p timelike, ¢ spacelike ise Teorem m geregince Z,(p) timelike
split kuaterniyondur. Ayrica 0 > I, = —||p||%, 0 < I, = ||¢||* olup

;i

<0
p Iq
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yazilabilir. Buradan

olmak tizere

veya

—Ipll*lall? <(p, ),

elde edilir.

Teorem 2.13 (Uggen Esitsizligi). p,q € Hg olmak iizere asagidaki esitsizlikler
gecerlidir:

1. p, q spacelike ve

* Zy(p) spacelike ise ||p+ q|| < [|p|l + llq

’

* Zy(p) timelike, p+ q spacelike ve (p, q)us > 0 ise [|[p+q|| > [|p| +1lq

1

* Zy(p) lightlike ise ||p + q|| < ||p|| + |l

’

seklindedir.
2. p, q timelike ve

1

* Z,(p) spacelike, p+ q timelike ve (p, ¢)m, < 0ise ||[p+ql| > |Ip|l+ g

» Z,(p) timelike ise ||p + q|| < [|p|| + [lq

)

* Zy(p) lightlike ise ||p + q|| < ||p|| + [|q]|

seklindedir.

Ispat. p,q € Hg olmak iizere

lp+ qlI* = gl =I(p + 0)(p + 9|
=lp+ 9@+
=|pp + pq + qp + qq
=1, + I + 2(p, q)m,|
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yazilabilir. Uggen esitsizligi ve Tanim kullanilarak

Ip+all* < L] + L] + |2, @Yus| = 1Ip1* + lall® + |2(p, @)ug]|

elde edilir.

* p = Omg veya g = Opg is€

lp +all* < IpII* + llall* + [2¢p. @uss | = lIplI* + llal* + 2llp |l 14l
= (llpll + llall)?

veya ||p + q|| < ||pll + |l¢|| yazilabilir (asikardir).

* p spacelike, ¢ lightlike, p + ¢ spacelike ve (p,q)m; > 0 ise Teorem [2.12]

S
geregince

o+ ql = Lvq =lplI> + llall* + 2(p, ¢)ms
>pll* + gl + 2llpllllgll = (ol + llal)?

veya [p+ gl = Ilpll + llql| yazilabilir

1. p ve q spacelike,

* Z,(p) spacelike ise Teorem geregince

P+ gl < lIpll® + llall* + |2(p, @)ws | < 2l + llall* + 2l1p] 4]
= (|lpll + llal))

veya ||p + q|| < [|p|| + ||¢|| yazilabilir.

* Z,(p) timelike, p + ¢ spacelike ve (p,q)m, > 0 ise Teorem [2.12]

S
geregince

1+ ql” = Lwq =lpII> + llalI* + 2(p, ¢)ms
>|pl1? + llall? + 2llpllllall = Il + llal)?

veya |[p + gl > [lpll + llg|| yazilabilir.
» Z,(p) lightlike ise Teorem geregince

lp+all* < llpll* + llall* + [2(p, @)ms| = llpl1* + llall* + 2[lpllll]
= (llpll + llall)*
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veya [[p+ gl < |[pll + |lgl| yazilabilir.
2. pve q timelike,
* Z,(p) spacelike, p + ¢ timelike ve (p, ¢y < 0 ise Teorem [2.12]

geregince

P+l = —Tprg = = I, = Iy = 2(p, Q)uis
=[lpll* + llglI* = 2(p, )
>lpll” + [lgll* + 21zl 4
= (Ilpll + llall)?

veya [|p + ql| > [Ip[l + [[¢|| yazilabilir.
* Z,(p) timelike ise Teorem 2.12] geregince

lp+all* < llpll* + llall* + [2(p, @)ms| < llpl1* + llall* + 2[lpllll]
= (llpll + llall)*

veya [[p + ql| < [|pll + [l¢[| yazilabilir.
* Z,(p) lightlike ise Teoremm geregince

lp +all* < Ipl* + llall* + [2¢p, @sss | = lIplI* + llalI* + 2llp] 14l
= (Ilpll + llall)?

veya lp+ gl < Ilpll + llql| yazilabilir

Sonuc 2.8. p, q spacelike (timelike), Z,(p) spacelike (timelike) veya lightlike split

kuaterniyonlar ise ||p+q|| < ||p|| + ||q|| esitsizligi gecerlidir. Esitlik durumu sadece

Z,(p) lightlike iken miimkiindiir.

Teorem 2.14. p,q € Hg olmak iizere V (pq) spacelike ise ||p + q|| < ||p| + ||¢||
esitsizligi, V (pq) lightlike ise ||p + q|| < [|p|| + llq| esitsizligi gecerlidir, [15].

Teorem 2.15. p, ¢ € Hg olmak iizere p — q, p, q spacelike (timelike), Z,(p — q) ve
Zy(p — q) spacelike (timelike) veya lightlike ise |||p|| — |lql|| < ||p — q|| esitsizligi
saglanmir. Esitlik durumu sadece Z,(p — q) ve Z,(p — q) lightlike iken miimkiindiir.

Ispat. p— q, q spacelike (timelike), Z,(p — q) spacelike (timelike) veya lightlike ise
Sonug[2.8|geregince ||p|| = [|(p—q)+all < [lp—all+Ila]l olup [Ipl| —llgll < [lp—dl|
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yazilabilir. Benzer sekilde p,p — ¢ spacelike (timelike), Z,(p — ¢) spacelike
(timelike) veya lightlike ise Sonug[2.8|geregince ||q|| = || (¢—p)+pll < [lp—ql|+|p|l
olup ||¢||—||p|| < ||p—q|| yazilabilir. Buradan |||p|]—||q||‘ < |lp—q|| elde edilir. W

Teorem 2.16. p,q € Hg olmak iizere V((p — q)q) ve V((p — q)p) spacelike veya
lightlike ise |||pll — llqll| < |lp — ql| esitsizligi saglamr. Esitlik durumu sadece
V((p— q)q) ve V((p — q)p) lightlike iken miimkiindiir.
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3

SPLIT KUATERNIYON DIZILER

Tezin orijinal kisimlarindan biri olan bu bdliimde, split kuaterniyon diziler
tanimlanmig, Ozellikleri verilmis, split kuaterniyon dizilerin yakinsakligi

incelenmistir.

Tanmm 3.1. a,,,b,, ¢,, d, € R olmak iizere

fZZ+—>HS
n f(n) =pp = an + bui + ¢,j + dpk

fonksiyonu split kuaterniyon dizi olarak tammlanir. {p,} ile gosterilir.

Eger Vn € Z* tamsayisi igin
1. p, spacelike split kuaterniyon ise {p,} dizisine spacelike split kuaterniyon
dizi,
2. p, timelike split kuaterniyon ise {p, } dizisine timelike split kuaterniyon dizi,

3. p, lightlike split kuaterniyon ise {p, } dizisine lightlike split kuaterniyon dizi,

spacelike, n>n
4. p, = timelike, ng > n ise {p, } dizisine karma split kuaterniyon
lightlike, n; > n > ng
dizi
denir.

Tamim 3.2. (a,) reel degerli dizi ve {pn} =: (b,)i + (¢n)j + (dn)k olmak iizere
her {p, } split kuaterniyon dizisi

{pn} = (an) + {pn}

seklinde yazilabilir. {p,} dizisine {p,,} dizisinin vektorel kismi denir.
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Tanmm 3.3. (a,), (b,), (cn), (d,) reel degerli diziler olmak iizere her {p,} split

kuaterniyon dizisi

{pn} = (an) + (bn)i + (cn)i + (dn)k
seklinde yazilabilir.

Tanmm 3.4. {w,}, {v,} kompleks diziler olmak iizere her {p,} split kuaterniyon
dizisi
{pn} == {wn} +{vn}s

seklinde yazilabilir. Burada {w, } := (a,) + (b,)i ve {v,} := (¢,) + (d,,)i dir.
Teorem 3.1. Vn € Z% icinp, = a,+bpi+cp,j+dnk, ¢ = Tptyni+z.j+t.k € Hg
olmak iizere {p, }, {q.} split kuaterniyon dizileri icin asagidaki dzellikler gecerlidir.

1. Toplama: {p,} +{q.} = {pn + @}

2. Carpma: {pn}{an} = {Pnn}

3. Eslenik: {p,} = {pn}

4. Norm: |[{pn}| := {llpnll}

5. Invers: {p,} = = {p; '}
Ispat.

1. {pn}, {¢.} split kuaterniyon dizilerinin toplami

{pn} T A{an} = 1[(an) + (bn)i + (cn)g + (dn)k] £ [(z0) + (yn)i + (20)] + (ta) K]
= [(an) £ (z)] 4+ [(0n) £ (yn)] i + [(cn) £ (20)]  + [(dn) £ ()] K
={(an £ x,) + (bn £yn)i + (cn £ 20)J + (dn £ t,)k}
={pn £ ¢}

seklindedir.

32



2. {pn}. {gn} split kuaterniyon dizilerinin ¢arpimi

{PaH@n} =(an)(@n) — ({Pn}; {anPrs + (@) {Pn} + (zn){dn} — {Pn} Ars {An}

=(an)(@n) = (ba)(Yn) + (cn)(2n) + (dn) (tn)+
(@n)(Yn) + (bn)(@n) — (ca)(tn) + (dn)(20)] i+
(@n)(zn) = (bn)(tn) + (cn)(@n) + (dn)(yn)] j
(@n)(tn) + (bn)(2n) = (cn)(Yn) + (dn)(zn)] K

(anTp — bpYn + Cnzn + dpty) + (anyn + bpzn — cuty + dpzy) i+

[
[
[
={

(anzn — butn + CoTp + dpyn) J + (antn + b2y — CoYn + dpxy) k}
={Pntn}

seklindedir.

3. {pn} split kuaterniyon dizisinin eslenigi

{pn} :==(an) + (bn)i + (ca)j + (dn)k
(an) = (bn)i = (cn)j — (dn)k

(an) + (=bn)i+ (=cn)j + (=dn)k
={a, — byi — cpj — d,k} = {pn}

seklindedir.

4. {p,} split kuaterniyon dizisinin normu

1pa =4/ ]@0)? + (B)? — (e0)? — (d)?
_\/’ aQ (d2)|
=wa2+62— - \
~{Vla+h-a-al =

seklindedir.

5. {pn} split kuaterniyon dizisinin inversi

1 {pn} L {p_n} _ Dn o 1
e} = = {Hpn|l2}_{\|pn\|2} e}

seklindedir.
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Tanim 3.5. p,,, ¢, € Hg olmak iizere

1. VYn € Z7 igin p,, = g, ise {p,} ve {q,} split kuaterniyon dizileri esittir denir.

2. Vn € Z* igin p,, # O, ise {p,} dizisine sifirdan farkli split kuaterniyon dizi

denir.

Tamim 3.6. n, m € Z* olmak iizere (n,,) siirekli artan tam sayilar dizisi olsun. O
halde {p,,, } split kuaterniyonlar dizisi, {p,} split kuaterniyonlar dizisinin bir alt
dizisidir.

Ornek 3.1. n,m € Z* olmak iizere n,, = 2m + 1 dizisi, p,, = m+r1@ — my split

kuaterniyon dizisinin bir alt dizisidir.

Tamim 3.7 (Geometrik dizi). a,,b,,c,,d, € R, r = a+ bi + c¢j + dk € Hg ve p

herhangi split kuaterniyon olmak iizere

ngZ+—)HS

n g(n) =p, =pr" "

fonksiyonu sag geometrik split kuaterniyon dizi olarak tanimlanir.

{pn} = {pr"~'} ile gosterilir.

gr: Zt — Hg
n— g.(n)=p,=1r""'p
fonksiyonu sol geometrik split kuaterniyon dizi olarak tanimlanir. {p, } = {r"~!p}
ile gosterilir. » € Hg split kuaterniyon sayisina ortak carpan adi verilir. Eger r € R
ise {p,} sag (sol) geometrik split kuaterniyon dizisine reel ortak carpana sahip sag

(sol) geometrik split kuaterniyon dizi denir.

' Bu calisma boyunca sag geometrik split kuaterniyon diziler ele alinacaktir.
Kisaca geometrik split kuaterniyon dizi denilecektir.
Ornek 3.2. {pr"~'} = {p, pr, pr?, ...}

Teorem 3.2. Vn € Z7 icin genel terimi p, = a,, +b,i+c,j+d,k olan split kuater-
niyon dizisinin reel ortak carpana sahip geometrik split kuaterniyon dizi olmasi icin

gerek ve yeter sart (a,,), (b,), (¢n), (d,,) reel dizilerinin geometrik dizi olmasidur.

34



Ispat.

(=): reR,p=a+bi+cj+dk € Hgvep,=r""'p=pr"! olsun. Buradan

Pn :prn—l
=(a+bi+cj+dk)r™!
=ar" P+ " o™ Ak

yazilabilir. O halde
P = Qn + bpi 4 ¢nj + dpk = ar™ + " 4 er™ T+ dr Tk

olupa, =a-rm 1 b,=b-r"1 ¢, =c-r" 1 d, =d-r" ! yazilacagindan

(an), (bn), (cn), (d,) reel dizileri birer geometrik dizi belirtir.

(<) : a,bye,d,r,ry,re,r3,74 € R igin (ay,), (bn), (¢n), (d,) dizilerinin genel
terimleri sirasiyla a,, = a - r{‘_l, b, =10 r;‘_l, ¢, = C- rg_l, d, =d- 7{1‘_1

olsun. Buradan r # Oy, olmak lizere

Pn =0y + an + an + dnk

=a-r by ey i d ok

n—1 n—1 n—1 n—1
:[a.(ﬁ) b () e () g (2 k}
r r r r
= [ay + byi + ¢, + d k]

:p*rn—l

yazilabildiginden ortak ¢carpani reel olan split kuaterniyon dizi elde edilir.

Tanim 3.8 (Sinurls split kuaterniyon dizi). (a,), (b,), (¢,), (d,) reel dizileri sinirlt
ise {pn} : (an)+(by)i+(c,)j+(dy,)k split kuaterniyon dizisi sinirl split kuaterniyon

dizidir.

Tamim 3.9 (P-sirh split kuaterniyon dizi). Vn € Z*1 olmak iizere ||p,| < M
olacak sekilde M € Rise {p,} split kuaterniyon dizisi P-sinirl split kuaterniyon

dizidir.

Tanim 3.10 (Alterne split kuaterniyon dizi). Vn € Z" i¢in p, € Hg olmak iizere

{(—=1)"p,} dizisine alterne split kuaterniyon dizi denir.
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Tanim 3.11 (Harmonik split kuaterniyon dizi). Vn € Z™ i¢in p,, € Hg olmak iizere

LoApa} = (50) + (Go)i+ (20)7 + ()k veya

2 {p't =15}
harmonik split kuaterniyon dizi olarak adlandirilir.

Not. {p,} harmonik split kuaterniyon dizi ise {(—1)"p,} alterne harmonik split

kuaterniyon dizi olarak adlandirilir.

3.1 Split Kuaterniyon Dizilerde Yakinsakhik

Tanmm 3.12 (Yakinsaklik). {p,} := (a,) + (b,)i + (¢n)j + (d,,)k split kuaterniyon
dizi olmak tizere a,, — a, b, — b, ¢, — ¢, d,, — d ise {p, } split kuaterniyon dizisi
p = a+ bi + ¢j + dk limit (koordinatsal limit) noktasina yakinsar denir. Yani (a,,),
(bn), (cn), (d,) reel dizileri i¢in lim a,, = a, limb, = b, lim¢, = ¢, limd, = d

n—oo n—oo n—oo n—oo
olmak tizere

lim p, = lim a, + lim b,i + lim ¢,j + lim d,k
n—oo n—oo n—oo n—oo n—0o0

seklinde tanimlanir. Bir diger ifadeyle (ay,), (b,), (¢n), (d,) reel dizileri yakinsak
ise {pn} := (an) + (by)i + (¢,)7 + (d,)k split kuaterniyon dizisi yakinsaktir.

Teorem 3.3. {p,} split kuaterniyon dizisinin limiti varsa tektir.

Ispat. (ay,), (bn), (¢,), (d,,) reel dizilerinin limiti tek oldugundan p = a-+bi+cj+dk

limit noktasi tek tiirlii yazilir. |
Tanim 3.13 (Iraksaklik). {p,} split kuaterniyon dizisi yakinsak degilse iraksaktir.

Teorem 3.4. {w,} ve {v,} kompleks diziler, {p,} = {w,} + {v.}j split kuater-
niyon dizi ve w,v € C, p = w + vj € Hg olmak iizere w,, — w ve v,, — v ise

Pn — pdir.

Ispat. {w,} = (a,) + (by)i, {v,} = (c,) + (d,)i kompleks diziler ve
w=a-+b € C,v=c+di € Colmak iizere w,, — w ise a,, — a ve b,, — b dir.
Benzer sekilde v,, — v ise ¢, — ¢ ve d,, — d dir. O halde Tanim geregince
Pn — p = a—+ bi + cj + dk yani p,, — p = w + vy elde edilir. [ |
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Teorem 3.5. {p,} ve {q.} split kuaterniyon dizi olmak iizere lim p, = p,

n—o0

lim q,, = q olsun. Oyleyse asagidaki ozellikler gecerlidir:
n—oo

~

lim p, =,

n—oo

2. limp,+tq,=p=+gq
n—oo

3. lim [|p,[| = [|pll,
n— o0
4. lim Pndn = Pq,
n—oo
5. |lpall; ]l # 0 olmak iizere lim p' = p~'.
n—oo

Ispat. {p,} = (an) + (b,)i + (cn)j + (d,)k split kuaterniyon dizi olmak iizere

Tim [[pa =lim /a2 + 52 — 2 — @]

2 2 2 2
= ‘ < lim an) + ( lim bn> — ( lim cn> — ( lim dn)
n—o0 n—oo n—oo n—oo
:\/|a2 4+ bh2 — 2 — d2|
=|pll

elde edilir. Diger siklar benzer sekilde ispatlanabilir. |
Teorem 3.6. {p,} split kuaterniyon dizisi yakinsak ise stmirlidr.
Ispat. {p,} split kuaterniyon dizisi yakinsak ise (a,), (b,), (¢,), (d,) reel dizileri

yakinsaktir ve dolayisiyla sinirlidir. O halde {p,, } split kuaterniyon dizisi sinirhdir.
[

3.2 Split Kuaterniyon Dizilerde P-Yakinsakhk

Tamim 3.14. n € Z* olmak iizere ||p, — p|| — 0 ise {p,} split kuaterniyon dizisi
||.|| pseudo normuna gore p € Hg P-limit noktasina P-yakinsar denir.

P-limp, =p veya p, i P
n—oo

ile gosterilir.

Tanim 3.15. Ve > 0 icin n > N iken ||p, — p|| < € olacak sekilde IN € Z7 ise
{pn} split kuaterniyon dizisi p € Hg P-limit noktasina P-yakinsar denir.
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Teorem 3.7. Vn € Z7 igin (a,), (bn), (¢n), (d,) reel diziler ve a,b,c,d € R olmak
lizere a, — a, b, — b, ¢, — ¢, d,, — d ise genel terimi p, = a, + b,i + c,j + d, k
olan split kuaterniyon dizisi p = a + bt + c¢j + dk noktasina P-yakinsar.

Ispat. € > 0 igin;

a, — aisen > Ny iken |a, — a| < 6/4 olacak sekilde AN, € Z™*,

by — bisen > N, iken |b, — b| < €/4 olacak sekilde 3N, € Z*,

¢, — cise n > Ny iken |¢, — ¢| < 6/4 olacak sekilde N3 € Z™T,

d, — dise n > Ny iken |d,, — d| < 6/4 olacak sekilde N, € Z* yazlabilir.
Buradan n > N = maks{Ny, N, N3, N;} iken

I =2l = VI(an + (bn = 0)? = (en = ¢)* = (d — d)?|
< Vl(an + (bn = 0)? + (en — )2 + (dn — d)?|
< Vl(an = @)+ V/1(bn = 02| + V/I(co — )2 + V/I(dn — d)?]
= |an — a| + b, — b| + |cn — | + |d, — d|

<E/4+6/4+€/4+E/4:e

olacak sekilde 3N € Z* bulunabildiginden p,, i p dir. [

Sonu¢ 3.1. Vn € Z7T icin (ay),(by),(cn),(dy,) reel dizileri yakinsak ise
{pn} = (an) + (bn)i + (cn)j + (dn)k split kuaterniyon dizisi P-yakinsaktur.

Teorem 3.8. {p,} split kuaterniyon dizisi yakinsak ise P-yakinsaktir. Tersi dogru
degildir.

Ispat. {p,} split kuaterniyon dizisi yakinsak ise (a,), (b,), (cn), (d,) reel dizileri
yakinsaktir. Sonu¢ geregince {p, } split kuaterniyon dizisi P-yakinsaktir. [
Sonuc 3.2. b, — b, ¢, — ¢, dy, — d ise P — P dir:

Teorem 3.9. {w, } ve {v,} kompleks diziler ve {p,} := {w,} + {v,}J split kuater-
niyon dizi ve w,v € C, p = w + vj € Hg olmak iizere w,, — w ve v,, — v ise

Dn i p dir.

Ispat. € > 0 igin;
w, — wisen > Nj iken |w, — w| < 6/2 olacak sekilde AN, € Z*,
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v, — visen > Njiken |v, —v| < 6/2 olacak sekilde AN, € Z* yazlabilir.
Buradan n > N = maks{Ny, N>} igin

lpn = pll = V1(wn = w)? = (vn — v)?]
< V(wn = w)? + (vy = v)?|

< VI(wn = w) + /(v — v)?]

= |w, —w| + |v, — |
<€/2+€/2:e

olacak sekilde 3N € Z* bulunabildiginden p,, i p dir. [

Teorem 3.10. Her lightlike split kuaterniyon dizinin P-yakinsadigi noktalardan

biri Oy, noktasidur.

Ispat. Ye > 0 ve¥n € Z" igin [|p, — Ogl| = |lpnll = \/|1,] = 0 < € oldugundan
P oy
Dn — Oy yazilabilir. -

Sonuc 3.3. Her lightlike split kuaterniyon dizi P-yakinsaktir.

Not. Split kuaterniyon dizilerinde genel olarak P-limit tek degildir.

Ornek 3.3. Asagida 6 tip split kuaterniyon dizi icin P-limitin tek olmadig1 6rnekler

verilmigtir.
Pn Dn | Pn P-Yakinsadig1 noktalar
1 2
T -2k | sl | sl % + k, 4i + 2k, 6i + 3k, ...
n+1l n+1 n+2 n+1
n+1 . . 1 L . ) . .
+ni+nj+ ——=%k sl tl | 14+4475,14+20+25,14+3i4+ 37, ...
n—+2 n+1
1 n+1. 1, /2n+1 . . .
—+—Fi+t—J+—5—Fk sl | 11 147,2+25,34+35,...
n n n n

n+1

1
+ni+nj+ik
n—+2

tl

tl

i+j+1,2+2j+1,3i4+3j+1,...

n+ni+nj+nk

11

tl

i+ 14k j+kl4+i+i+k...

n+1z+

n+1‘7

11

11

i+ 7,2+ 24,3 + 35, ...

Tablo 3.1 P-limiti tek olmayan split kuaterniyon diziler
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Ornek 3.4. Asagida 6 tip split kuaterniyon dizi icin Omg dan farkli P-limitlerin tek

oldugu ornekler verilmistir.

Pn Pn | Pn | P-Yakinsadig1 nokta
n + o  + L sl | sl 141
[/ )
(n+1) n+1 nt 2’
n + ! , + B sl | tl 1494
(3
n+1) m+1)  (m+1)’ J
n n n
+ 14 sl | 11 1+7+k
(n+1) (n+1) (n+1)
n 1 n
+ )+ k|t | tl 14+ k
n+1) D)’ mr1
Von+1 . n
+ + k 1| tl 1+k
n+1)’ " (ntl)
. Vv2n+1, n :
1+ + k n| 1 1+ k
CEERRCES

Tablo 3.2 P-limiti tek olan split kuaterniyon diziler

Tanim 3.16. {p,} split kuaterniyon dizisi P-yakinsak degilse yani P-limiti yok ise

P-1raksaktir denir.

Tanmim 3.17. {p,} split kuaterniyon dizinin P-limiti tek degil ve

* Sonlu sayida noktaya P-yakinsiyor ise {p,} split kuaterniyon dizisine sonlu
P-iraksak,

* Sonsuz sayida noktaya P-yakinsiyor ise {p,} split kuaterniyon dizisine son-

suz P-iraksak

denir.

Ornek 3.5. Genel terimi p, = n + n%* + n®j olan split kuaterniyon dizisi

P-1raksaktir.

.. 1 1
Ornek 3.6. Genel terimi p,, = —-+ni+—j olan split kuaterniyon dizisi P-iraksaktir.
n n

Teorem 3.11. Vn € Z7 i¢in p, = a, + pn € Hg ve p = a + p € Hg olmak iizere
Pn — P spacelike iken p, i p olmast icin gerek ve yeter sart a,, — a ve py i P
olmasidir. Yani

P-limp, = nh_)n;@ a, + P-limp,

n—o0 n—oo

vazilabilir.
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Ispat.

(=): pn i pise e > 0iginn > N iken ||p, — p|| < € olacak sekilde AN € Z+

yazilabilir. Buradan

&> g plP = (0 — 0 + (b — 0 — (e — )2 — (du — )Y
= |(an — a)® + Ip,—p|
= (an —a)’ + |pn — pI*

elde edilir. O halde (a, — a)* < €2, ||pn — P||* < € veya |a, —a| < e,
lpn — P|| < € yazilabileceginden a,, — a ve p, L p dir.

(<): a, —» aisen > Njiken |a, —a| < \/6/2 olacak sekilde IN; € Z7,

Pn Lt pise n > N, iken ||pn — p|| < \/6/2 olacak sekilde AN, € Z*
yazilabilir. Buradan

lpn = Pl = [(an = @)* + (by = 0)* = (¢ — ¢)* = (dn — d)?|
= |(an — a)* + Iy, |
— (an—a)? +|Ipa—plP < ¢2+€2=¢

elde edilir. O halde p,, 2 p dir.

Teorem 3.12. Vn € Z7" i¢in p, = a, +byi+cnj+duk, p=a-+bi+cj+dk € Hg
ve p, — p spacelike split kuaterniyon olmak iizere a,, — a ve b, — b ise c¢,, — c ve
d, — ddir.

Ispat. a, — a oldugundan ¢ > 0iginn > N iken |a, —a| < \/6/ 2 olacak sekilde

iN; € Z*, b, — b oldugundan n > N, iken |b, — b| < \/6/2 olacak sekilde
AN, € Z* yazilabilir. Buradan Vm,n > N = maks{ Ny, Ny} iken

(an — a)? + (b, — b)? /2 /226
elde edilir. Ayrica, Vn € Z™ igin p,, — p spacelike oldugundan

L, p=(a,—a)’*+ (b, —b)* — (¢, —¢)* = (d, —d)* > 0
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yazilabilir. Oyleyse
(cn —¢)*+ (dy — d)* < (an — a)®> + (b, —b)* < €

olup (¢, —c)* < ¢, (d,—d)? < eveya|c,—c| < /e, |d,—d| < /€ yazilabildiginden
¢, — cved, — delde edilir. |

Sonu¢ 3.4. Vn € Z* i¢cin p, = a, + byi + ¢, + dpyk, p=a+bi+cj+ dk € Hg
ve p, — p spacelike split kuaterniyon olmak iizere a,, — a ve b,, — b ise p,, — p ve

Dn i p dir.

Ispat. Teorem3.12|geregince ¢,, — ¢ ve d,, — d dir. Boylece Teorem geregince

Dn Ei p dir. Tanim [3.12f geregince p,, — p dir. [

Sonu¢ 3.5. Vn € Z* icin p, = a, + byi + ¢,j + d,k € Hg ve p, — p space-
like split kuaterniyon olmak iizere (a,) ve (b,,) reel dizileri yakinsak ise {p,} split

kuaterniyon dizisi hem yakinsak hem de P-yakinsaktur.

Teorem 3.13. Vn € Z* icin w,, v,, w, v € C, p, = w,, + v,j, p = w +vj € Hg
ve p, — p spacelike split kuaterniyon olmak iizere w, — w ise v,, — v dir.

Ispat. w, — w oldugundan ¢ > 0 i¢inn > N iken |w, — w| < € olacak sekilde

AN € Z* yazlabilir. Ayrica, Vn € Z* igin p,, — p spacelike oldugundan

2 2

L,—p = (W, —w)* — (v, —v)" >0
yazilabilir. Oyleyse
(v, —v)? < (w, —w)? < €
olup (v, —v)? < €% veya |v,, — v| < € yazilabildiginden v,, — v elde edilir. |

Sonu¢ 3.6. Vn € Z* icin w,, v,, w, v € C, p, = w, +v,J, p = w +vj € Hg ve

Pn — p spacelike split kuaterniyon olmak iizere w,, — w ise p, i p dir.

Teorem 3.14. Vn € Z* icin p, = a,, +b,i +c,j +dyk, p = a+bi+cj+dk € Hg
ve p, — p timelike split kuaterniyon olmak iizere c¢,, — c ve d,, — d ise a,, — a ve
b, — b dir.

Ispat. ¢, — coldugundan ¢ > 0igin n > Nj iken |c, — c| < 1/ E/ 2 olacak sekilde
iN; € Z*, d,, — d oldugundan n > Nj iken |d,, — d| < \/6/2 olacak sekilde
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AN, € Z7 yazlabilir. Buradan

(cn — )+ (d,, — d)? /2 /2:e
elde edilir. Ayrica, Vn € Z7 i¢gin p,, — p timelike oldugundan

L, = (an—a)*+ (b, — b)* — (¢, —¢)* — (d, — d)* <0

yazilabilir. Oyleyse
(an —a)® + (b, — b)* < (cn —¢)* + (d, —d)* < €

olup (a,—a)? < ¢, (b,—b)* < eveya|a,—al < /€, |b,—b| < /€ yazilabildiginden
a, — a ve b, — b elde edilir. [ |

Sonu¢ 3.7. Vn € Z7 i¢cin p, = an + byi + c,j + dpk, p=a+bi+cj+ dk € Hg
ve p, — p timelike split kuaterniyon olmak iizere ¢, — c ve d,, — d ise p, — p ve

Dn i p dir.

Ispat. Teorem|3.14)geregince a,, — a ve b, — b dir. Boylece Teorem geregince

DPn R p dir. Tanim [3.12| geregince p,, — p dir. [ |

Sonuc¢ 3.8. Vn € Z" icin p, = a,+byi+c,j+d,k € Hg ve p, —p timelike split ku-
aterniyon olmak iizere (c,) ve (d,,) reel dizileri yakinsak ise {p,} split kuaterniyon

dizisi hem yakinsak hem de P-yakinsaktr.

Teorem 3.15. Vn € Z* icin w,, v,, w, v € C, p, = w, +v,J, p = w +vj € Hg

ve p, — p timelike split kuaterniyon olmak iizere v, — v ise w,, — w dir.

Ispat. v, — v oldugundan ¢ > 0 igcin n > N iken |v, — v| < € olacak sekilde
N € Z7 yazlabilir. Ayrica, Vn € Z7 i¢in p,, — p timelike oldugundan

2

L, —p = (w, — w)? — (v, —v)* <0

yazilabilir. Oyleyse

2 2 2

(wy, —w)* < (v, —v)* <€

olup (w, —w)? < €* veya |w,, — w| < € yazilabildiginden w,, — w elde edilir. W

Teorem 3.16. Vn € Z* icin p,, — p lightlike split kuaterniyon ise {p,} split kuater-

niyon dizisi p noktasina P-yakinsar.
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Ispat. Ve > 0igin I, _, = ||p, — p||* = 0 < € yazilabileceginden p, L pdi. W

Sonug 3.9. Vn € Z* icin p,, — p lightlike split kuaterniyon ise (a,), (b,), (¢,), (d,)
reel dizilerinin yakinsakligi aranmaksizin {p,} split kuaterniyon dizisi p noktasina

P-yakinsar.

Ornek 3.7. p, = V2n + ni — nj + v/2nk veya p, = n + ni + nj + nk (Burada
(an), (bn), (cn), (d,) raksak, {p,} P-yakinsak)

Ornek 3.8. p, = n + 51— nj, (Burada (ay), (d,) raksak (b,) yakinsak, {p,}
P-yakinsak)

Teorem 3.17. V'n. € Z7 icin p, = a, +b,i +c,j +dyk, p = a+bi+cj+dk € Hg
ve p, — p lightlike split kuaterniyon olmak iizere a,, — a ve b, — b olmasi icin

gerek ve yeter sart c,, — c ve d,, — d olmasidir.

Ispat. ¥'n € Z7 icin p,, — p lightlike oldugundan
Lp—p = (an — a)2 + (bn — b)2 ~ (en — 0)2 — (dn — d>2 =0

veya
(Cn - 6)2 + (dn — d)2 =5 (an - a)z + (bn - b)2 (3.1

yazilabilir.

(=) : a, — aoldugundan € > 0 i¢in n > N iken |a, — a| < \/6/2 olacak sekilde

aN; € Z*, b, — boldugundan n > N, iken |b, — b| < \/6/2 olacak sekilde
AN, € Z7 yazlabilir. Buradan

(an — a)? + (b, — b)? /2 /Q:e

elde edilir. Esitlik (3.1) kullanilirsa; (¢, — ¢)? < ¢, (d, — d)* < ¢ veya
lc, — ¢| < /€ |d, —d| < /€ yazilabildiginden ¢,, — ¢ ve d,, — d elde edilir.
(<) : ¢, — coldugundan € > 0 igin n > N iken |¢, — ¢| < \/6/2 olacak sekilde

iN; € Z*, d,, — d oldugundan n > Ny ise |d,, — d| < \/% olacak sekilde
AN, € Z* yazlabilir. Buradan (¢, — ¢)*> + (d,, — d)? < €/2 + 6/2 = ¢
elde edilir. Esitlik kullamlirsa; (a, — a)* < ¢, (b, — b)? < € veya
la, —a| < /€, |b, —b| < \/€ yazilabildiginden a,, — a ve b,, — b elde edilir.
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Sonu¢ 3.10. Vn € Z* i¢cin p,, = a, + bpi + cpj +dpk, p=a+bi+cj+ dk € Hg
ve p, — p lightlike split kuaterniyon olmak iizere

1. a, —aveb, — bise
yva da

2. ¢, —cved, — dise
Pn — pdir.
Ispat. Teorem m geregince;

1. ¢, = cved, — ddir. Boylece Tanim [3.12] geregince p,, — p dir.

2. a, — ave b, — bdir. Boylece Tanim [3.12] geregince p,, — p dir.

Sonu¢ 3.11. Vn € Z% icin p, = a, + byi + c,j + d,k € Hs ve p,, — p lightlike split

kuaterniyon olmak iizere

1. (ay) ve (b,) reel dizileri yakinsak ise ya da

2. (cp) ve (dy,) reel dizileri yakinsak ise

{pn} split kuaterniyon dizisi yakinsaktr.

Teorem 3.18. Vn € Z* icin w,, v,, w, v € C, p, = w, +v,J, p = w +vj € Hg
ve p, — p lightlike split kuaterniyon olmak iizere w, — w olmast icin gerek ve yeter

sart v, — v olmasidir.

Ispat. ¥n € Z* igin p,, — p lightlike oldugundan
Lp—p = (wy — w)2 — (vn — U)g =0

yazilabilir.
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(=) : w, — w oldugundan ¢ > 0 i¢in n > N iken |w, — w| < € olacak sekilde
AN € Z* yazlabilir. Oyleyse

2

(v, — v)* = (0, — w)?

<€2

olup (v, —v)? < €% veya |v,, — v| < € yazilabildiginden v,, — v elde edilir.

(<) : v, — v oldugundan ¢ > 0 i¢cin n > N iken |v, — v| < € olacak sekilde
AN € Z* yazlabilir. Oyleyse

2

(w, —w)* = (v, — v)?

<€2

olup (w, —w)?* < € veya |w, —w| < € yazilabildiginden w,, — w elde edilir.

Teorem 3.19. {p,} lightlike split kuaterniyon dizi, p lightlike split kuaterniyon ol-
mak iizere Yn € 7" i¢cin (pp,p)us = 0 ise p, i p dir.

Ispat. ¥n € Z* igin I, = (p,,pn) = 0 ve I, = (p, p) = 0 oldugundan

1P — Pl =V (Pn — P, 20 — D)
=V |{Pn> 2n) + (0, D) — 2(n. )|

=v/2[{pn, )|

yazilabilir. O halde Vn € Z7 i¢in (p,, p) = 0 ise p, i p dir. |

Teorem 3.20. {p,} split kuaterniyon dizisi yakinsak ise stmirlidur.

Ispat. {p,} split kuaterniyon dizisi yakinsak ise bilesenlerini olusturan reel diziler
de yakinsak, dolayistyla simirhidir. Oyleyse {p,} split kuaterniyon dizisi stmirhdur.
|

Teorem 3.21. {p,} split kuaterniyon dizisi p € Hg noktasina P-yakinstyor ve
Vn € Z* igin p, — p, pn, p spacelike (timelike), Z,(p, — p) ve Z,,, (pn — p) spacelike
(timelike) veya lightlike ise {p,} split kuaterniyon dizisi P-sinirlidur.

Ispat. {p,} split kuaterniyon dizisi P-yakinsak ise p € Hg olmak iizere Ve > 0
icin n > N iken ||p, — p|| < € olacak sekilde IN € ZT yazilabilir. Teorem

geregince p,, — p, P, p spacelike (timelike), Z,(p, — p) ve Z,, (pn — p)
spacelike (timelike) veya lightlike ise ||p,| — ||p|| < |||pn|| — Hp||| < |lpn — 2|
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yazilabilir. € = 1 segilirse n > N i¢in [|p,|| — |Ipl| < llpn — 2l < & =1
yazilabilir. O halde n > N igin ||p,|| < ||p|| + 1 olur.

M = maks{||p1|l, |p2l]; - - -, [lpx=1ll, |p|| + 1} alinirsa ¥n igin ||p,]| < M elde
edildiginden {p, } split kuaterniyon dizisi P-sinirlidir denir. |

Teorem 3.22. {p,} split kuaterniyon dizisi p € Hg noktasina P-yakinstyor ve
Vn € Z7 igcin V((p, — p)b) ve V((pn — p)Dn) spacelike veya lightlike ise {p,}

split kuaterniyon dizisi P-sinirlidrr.

Teorem 3.23. {p,}, {q.} split kuaterniyon diziler olmak iizere p,, i pveq, i q
olsun. Oyleyse asagidaki izellikler gecerlidir.

1. o S pdir

2. Vn € Z7* igin p, — p,q, — q spacelike (timelike), Z,, _,(p, — p) spacelike
(timelike) veya lightlike ise p, + qy, Lif p =+ qdir.

3. Yn € Z" igin p, — p, pn, p spacelike (timelike), Z,(p, — p) ve Z,, (pn — p)
spacelike (timelike) veya lightlike ise ||py|| i lp|| dir.

4. ¥n € Z* igin p,, — p, pn, p spacelike (timelike), Z,(p, — p) ve Z,, (pn — p)
spacelike (timelike) veya lightlike ise ve p,(q, — q), (pn — p)q spacelike (time-
like), Zp, —p)q(Pn(qn — q)) spacelike (timelike) veya lightlike ise p,gp i Pq
dir.

5. ¥n € Z" igin p, — p, pn, p spacelike (timelike), Z,(p, — p) ve Z,, (pn — p)
spacelike (timelike) veya lightlike ise p, ! i p~tdir.

Ispat. p, i D Ve qp i g oldugundan Ve; > 0icin n > Nj iken ||p, — p|| < &
olacak sekilde AN; € Z* ve Ve > 0iginn > N, iken ||p, —pl|| < €; olacak sekilde
AN, € Z" yazilabilir.

1. Teorem[2.10|kullanilirsa n > Nj iken ||p, — Bl| = ||pn — pll = llpn — || < @1
. P _ .
yazilabileceginden p,, — p elde edilir.

2. Teorem kullanilirsa n > N = maks{ Ny, Ny} iken

|(Pn + @n) — (P + Dl =[l(pn — p) + (g0 — )|
<n =)l + I(gn — @)|| < €1+ €2 =¢3

yazilabileceginden p, + ¢, L p + q elde edilir.  Benzer sekilde
Pn—qn = Pn+ (_Qn) i p+ (_Q) =P—q yazﬂabileceginden Pn iQn i pj:q
elde edilir.
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3. Teorem kullamhirsa n > Ny iken |||pa]l — llpll| < llpn — 2l < @
yazilabileceginden ||p, || i ||Ip|| elde edilir.

4. Teorem geregince {p,} dizisi simirlidir. O halde Vn igin ||p,| < M
olacak sekilde bir M > 0 sayisi vardir. Ayrican > N = maks{ Ny, No} i¢in
€1 = E/2||q|| ve €y = E/2M secilsin. Teorem 2.10| ve Teorem [2.13|kullanilirsa

|\Pngn — pall =llPndn — Pna + Prg — pal|
=|Pn(gn — @) + (Pn — P)ql|
<[|pn(gn — @) + |(pn — )|l

=[pnllll(gn — Ol + (2 — )[4l

<P t€f2=c

yazilabileceginden p,,q, i pq elde edilir.

5. pn 2> poldugundan n > N, iken ¢ = HPH/Q icin ||p, — p|| < HPH/Q olacak
sekilde AN; € Z* yazlabilir. Ayrica

Il
pll = [lpn = (2 = DI < [lpnll + |2 = DI < [lpnll + 5=

2
olup ||p|| < l|pn|l + ||p||/2 veya HpH/Q < ||px|| elde edilir. Yine n > N, iken
e = €llPl 8 igin [|p, — p|| < €llPI* /8 < ellpll® /8 olacak sekilde 3N, € Z+
yazilabilir. 3. sik geregince |||p.|| — [Ip]l| < EHPHS/S olup eger Vn € Z*
icin p,, ve p aym tiirde olduklarindan ‘Ipn — [p‘ = H[pn\ — \IPH < 6||P||3/8
yazilabilir. Buradan n > N = maks{ Ny, Ny} i¢cin

_ [Pty — D1, || _Hp_nfp — pl, + I, — Dy, ||

lort =07 = |- 2 - -

L. 1, [T, 11| I, 11|
1Lll|pe =Bl | [2[]17 — L]
H 1, |ﬁp| 1, 11,
pn—p|| | =1,
Sl lpalPllpl
IR R I 7
P s el s

yazilabileceginden p, Ly p~!elde edilir.
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Teorem 3.24. {p,}, {q.} split kuaterniyon diziler olmak iizere p,, i pve q, i q
olsun. Oyleyse asagidaki izellikler gecerlidir.

1. ¥Yn € Z" icin V(p, — p)qn — q spacelike veya lightlike ise p, + q, i ptq
dir.

2. Vn € Z% icin V(p, — p)p ve V(p, — p)Pn spacelike veya lightlike ise
P .
[pnll = lIpll dir

3. Vn € ZV i¢in V(pn — p)P, V(pn — )Pn ve V (Pu(qn — q)(Pn — p)q) spacelike
veya lightlike ise p,q, i pq dir.

4. ¥n € Z% icin V(p, — p)p ve V(p, — p)Pn spacelike veya lightlike ise
it LN p~ L dir.

Teorem 3.25. p € Hg olmak iizere ||p|| < 1 ise P-limp"™ = Oy, saglanir.
n—oo

Ispat. p =0y, ise Vn € Z7 iin p" = Oy, olup p" > Oy, dir.

p # O ise ||p|| < 1 oldugundan r € R i¢in ||p|| = yazilabilir. O halde ¢ > 0

) 1+r
icin N > — secilirse n > N i¢in
Te

1 1 1 1

" —0 = n = < < — < — <<
Hp HSH ”pH (1+7”)” — 1+n7, nr Nr €

olup p" i Omg elde edilir. n

3.3 Cauchy ve P-Cauchy Split Kuaterniyon Diziler
Tanmm 3.18. (a,), (b,), (¢n), (d,) reel dizileri Cauchy dizileri ise {p,} split

kuaterniyon dizisine Cauchy split kuaterniyon dizi denir.

Tamim 3.19. n,m € Z* olmak iizere Ve > 0 i¢in Vm,n > N iken ||p, — pm|| < €

olacak sekilde N > 0 ise {p,} dizisine P-Cauchy split kuaterniyon dizi denir.
2—itj—k

V3n
de P-Cauchy split kuaterniyondur.

Ornek 3.9. Genel terimi p,, = olan split kuaterniyon dizi hem Cauchy hem

Teorem 3.26. Vn € Z" icin a,,, by, ¢,,d, € Rve p, = a, + b,i + ¢,j + d, k € Hg
olmak iizere (ay,), (by), (cn), (dy,) reel dizileri Cauchy dizileri ise {p,} split kuater-
niyon dizisi P-Cauchy split kuaterniyon dizisidir.

Ispat. (ay,), (bn), (cn), (d,) reel dizileri Cauchy dizileri ise € > 0 i¢in
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« Vm,n > Ny iken |a, — ay,| < €/4 olacak sekilde 3N, > 0,
* Vm,n > Ny iken |b, — b,,| < €/4 olacak sekilde IN, > 0,
* ¥Ym,n > Njsiken |c, — ¢,| < E/4 olacak sekilde 3Nz > 0,

« Vm,n > Ny iken |d, — dy,| < €/4 olacak sekilde IN, > 0

yazilabilir. Buradan Vm,n > N = maks{Ny, N2, N3, N,} iken

1P = Punll =V 1(@n = am)? + (b = bn)? = (cn = cm)? = (dn — dn)?|

<V (@ — am)? + (by — b)2 + (¢ — cm)? + (dp — dm)?|
<\/’(an —an)?| + \/’(bn — b )?| + \/|(Cn —cn)?| + VI(dn — din)?|

=|an — | + [bn = bin| + |cn — Cn| + |dn — di|

<€/4 + E/4 1L 6/4 + E/4 =€

elde edildiginden {p,} split kuaterniyon dizisi P-Cauchy split kuaterniyon dizidir
denir. |

Sonug¢ 3.12. {p,} split kuaterniyon dizisi, Cauchy split kuaterniyon dizi ise

P-Cauchy split kuaterniyon dizidir. Tersi dogru degildir.

Ispat. {p,} split kuaterniyon dizisi, Cauchy split kuaterniyon dizi ise
(an), (bn), (cn), (d,) reel dizileri Cauchy dizileridir. ~ Teorem geregince
{pn} split kuaterniyon dizisi, P-Cauchy split kuaterniyon dizidir. [

.. 1 1

Ornek 3.10. Genel terimi p, = n + —7 + on J + nk olan split kuaterniyon dizi
n n

P-Cauchy split kuaterniyon dizidir. Ancak Cauchy split kuaterniyon dizi degildir.

Teorem 3.27. Vn,m € Z' icin p, = a, + byi + ¢,j + dp,k, p, € Hg ve
Pn — Pm Spacelike kuaterniyon olmak iizere (a,), (b,) reel dizileri Cauchy dizileri

ise (cn), (dy,) reel dizileri Cauchy dizileridir.

Ispat. (a,), (by,) reel dizileri Cauchy dizileri ise € > 0 igin
* Ym,n > Nj iken |a, — a,,| < 1/ 6/2 olacak sekilde 3Ny > 0,
« Vm,n > Ny iken [b, — by| < 1/€/2 olacak sekilde IN; > 0
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yazilabilir. Buradan Vm,n > N = maks{/N;, N>} iken

(an — am)® + (by — b)? < €/24+€/2 = ¢
elde edilir. Ayrica, Vn € Z™ i¢in p,, — p,, spacelike oldugundan
L, —p, = (an — am)? 4 (b — bp)? — (cn — cm)? — (dy — d)* > 0
yazilabilir. Oyleyse

(cn —cm)? + (dp — dp)? < (an — am)? + (by — bp)? < €

olup (¢, — cn)? < € (dy — dp)? < € veya |c, — cm| < VE |dn — dm| < Ve
yazilabildiginden (¢, ), (d,) reel dizileri Cauchy dizileridir. |

Sonu¢ 3.13. Vn,m € Z% icin p, = a, + byi + c,j + duk, p, € Hg ve p, — pm
spacelike kuaterniyon olmak iizere (a,), (b,) reel dizileri Cauchy dizileri ise {p,}

split kuaterniyon dizisi hem Cauchy hem de P-Cauchy split kuaterniyon dizisidir.

Ispat. Teorem geregince (c,), (d,) reel dizileri Cauchy dizileridir. Boylece
{pn} split kuaterniyon dizisi; Tanim geregince Cauchy split kuaterniyon
dizisidir, Sonug geregince P-Cauchy split kuaterniyon dizisidir. [

Teorem 3.28. Vn, m € Z* icinp,, = a,+b,i+c,j+dk, p,m € Hg ve p,—py, time-
like kuaterniyon olmak iizere (cy,), (d,,) reel dizileri Cauchy dizileri ise (ay,), (b,)
reel dizileri Cauchy dizileridir.
Ispat. (c,), (d,) reel dizileri Cauchy dizileri ise € > 0 igin

* ¥Ym,n > Nj iken |¢, — ¢ < \/6/2 olacak sekilde N, > 0,

« Vm,n > N, iken |d,, — dy,| < 1/€/2 olacak sekilde IN, > 0

yazilabilir. Buradan Vm,n > N = maks{N;, N>} iken

(Cn = Cm)? + (dy — dpp)> < €/24+€/2 = ¢
elde edilir. Ayrica, Vn € Z™ i¢in p,, — p,, timelike oldugundan

Ly = (@ — @) + (by — bin)? — (cn — cm)? — (dn — di)? < 0
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yazilabilir. Oyleyse

(an — am)? 4 (b — bp)? < (Cn — ) + (dp — dp)? < €
olup (an, — am)? < € (b — bp)? < € veya |a, — am| < V6 |by — by| < V€
yazilabildiginden (a,), (b,) reel dizileri Cauchy dizileridir. [

Sonuc 3.14. Vn,m € Z% icin p, = a, + byi + c,j + duk, p, € Hg ve p, — pm
timelike kuaterniyon olmak iizere (c,,), (d,) reel dizileri Cauchy dizileri ise {p,}

split kuaterniyon dizisi hem Cauchy hem de P-Cauchy split kuaterniyon dizisidir.

Ispat. Teorem [3.28] geregince (ay,), (b,) reel dizileri Cauchy dizileridir. Boylece
{pn} split kuaterniyon dizisi; Tanim geregince Cauchy split kuaterniyon
dizisidir, Sonug geregince P-Cauchy split kuaterniyon dizisidir. [

Teorem 3.29. Vn,m € Z* icin p, = a,, + b,i + ¢,j + d,k, pn € Hg ve p, — pm
lightlike kuaterniyon ise {p,} split kuaterniyon dizisi P-Cauchy split kuaterniyon
dizisidir.

Ispat. Ve > 0veVn,m € Ztigin 1, _, = |[pn—pml||* = 0 < € yazilabileceginden

{pn} split kuaterniyon dizisi P-Cauchy split kuaterniyon dizisidir. |

Teorem 3.30. Vn,m € Z* icin p, = a,, + b,i + ¢,j + d,k, pn € Hg ve p, — pm
lightlike kuaterniyon olmak iizere (ay,), (b,) reel dizilerinin Cauchy dizileri olmasi

icin gerek ve yeter sart ise (cy,), (dy,) reel dizileri Cauchy dizileri olmasidur.

Ispat. ¥Yn € Z% igin p,, — p,, lightlike oldugundan
Ly —pm = (A — a)* + (bn — b)® — (o — m)* — (dn — dpn)* =0

veya
(cn —cm)* + (dy — dp)? = (@ — am)?® + (b, — byy)? (3.2)

yazilabilir.

(=) : (a,) reel dizisi Cauchy dizisi oldugundan ¢ > 0 i¢in n > N; iken
la, — am| < \/6/ 2 olacak sekilde 3N, € Z*, (b,) reel dizisi Cauchy dizisi
oldugundan n > N, iken |b, — b,,| < \/6/2 olacak sekilde N, € Z*

yazilabilir. Buradan
(an — am)* + (by — bn)? < 6/2 + 6/2 =€
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elde edilir. Esitlik (3.2) kullanilirsa; (¢, — ¢,,)? < €, (d,, — d;n)? < € veya
len — em| < Ve |dy — dm| < /€ yazilabildiginden (c,,), (d,) reel dizileri
Cauchy dizileridir.

: (¢,) reel dizisi Cauchy dizisi oldugundan ¢ > 0 i¢cin n > N; iken

len — cm| < 1/€/2 olacak sekilde AN, € Z*, (d,) reel dizisi Cauchy dizisi
oldugundan n > Ny iken |d, — dy,| < \/€/2 olacak sekilde 3N, € Z*

yazilabilir. Buradan

(o — Cm)? + (dn — d)? < €24+ €/2 = €

elde edilir. Esitlik (3.2) kullanilirsa; (a,, — a,,)? < €, (b, — b;,)? < € veya
la, — am| < V€ |bp — by| < /€ yazilabildiginden (a,,), (b,) reel dizileri
Cauchy dizileridir.

Sonug 3.15. Vn,m € Z% icin p, = a, + byi + cpj + duk, pm € Hg ve p, — pm

lightlike kuaterniyon olmak iizere

1. (ay,), (by) reel dizileri Cauchy dizileri ise veya

2. (en), (dy,) reel dizileri Cauchy dizileri ise

{pn} split kuaterniyon dizisi Cauchy split kuaterniyon dizisidir.

Ispat. Teorem geregince

1. (¢n), (dy) reel dizileri Cauchy dizileridir. Boylece Tanim geregince {p, }

split kuaterniyon dizisi Cauchy split kuaterniyon dizisidir.

2. (an), (by) reel dizileri Cauchy dizileridir. Boylece Tanim geregince {p, }

split kuaterniyon dizisi Cauchy split kuaterniyon dizisidir.
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Teorem 3.31. {p,} split kuaterniyon dizisi yakinsak ise Cauchy split kuaterniyon
dizisidir.

Ispat. {p,} split kuaterniyon dizisi p noktasina yakinsasin. O halde
{pn} = (an) + (by)i + (¢,)j + (d,)k olmak iizere (a,), (b,), (¢,), (d,) dizileri
yakinsaktir ve dolayisiyila Cauchy dizileridir. Tanim m geregince {p,} split

kuaterniyon dizisi Cauchy split kuaterniyon dizidir. |

Teorem 3.32. Vn,m € Z% icin {p,} split kuaterniyon dizisi p noktasina
P-yakistyor ve p, — p, p — pm, spacelike (timelike), Z,,_,,  (p, — p) spacelike (time-
like) veya lightlike split kuaterniyonlar ise {p,} split kuaterniyon dizisi P-Cauchy

split kuaterniyon dizisidir.

Ispat. p, — p oldugundan ¢ > 0 ve n,m > N > 0 igin ||p, — p|| < 6/2 ve
lpm — 2| < 6/2 yazilabilir. Buradan Vn,m € Z7% i¢in p, — p,p — Dm
spacelike (timelike), Z,_, (p, — p) spacelike (timelike) veya lightlike split

kuaterniyonlar ise

1P = Pl = om = 4D = Poall < IIpn — DIl + 1m — DIl < €/2+€/2 =€

yazilabileceginden {p, } split kuaterniyon dizisi Cauchy split kuaterniyon dizisidir.
[ |

Teorem 3.33. Vn,m € Z" icin {p,} split kuaterniyon dizisi p noktasina
P-yakistyor ve V ((p, — p)pm — p) spacelike veya lightlike ise {p,} split kuater-
niyon dizisi P-Cauchy split kuaterniyon dizisidir.

3.4 Split Kuaterniyon Dizilerde Yakinsakhik ve P-Yakinsakhk
Testleri

Teorem 3.34. {p,} split kuaterniyon dizisi Cauchy split kuaterniyon dizi ise yakin-

saktir.

Ispat. {p,} split kuaterniyon dizisi Cauchy split kuaterniyon dizi ise
(an), (bn), (cn), (d,) dizileri Cauchy dizileridir, dolayisiyla yakinsaktirlar.
Tanim m geregince {p, } split kuaterniyon dizisi yakinsaktir. |
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Teorem 3.35. Vn,m € Z7 icin

1. pn — pm spacelike kuaterniyon ve (a,), (by,) reel dizileri Cauchy dizileri ise,

2. Dpn — Dm timelike kuaterniyon ve (c,,), (d,,) reel dizileri Cauchy dizileri ise
{pn} split kuaterniyon dizisi P-yakinsaktur.
Ispat.

1. Teorem geregince (c,), (d,) reel dizileri Cauchy dizileridir. O halde
(an), (bn), (¢n), (dy) reel dizileri yakinsaktir. Buradan Teorem [3.1] geregince
{pn} split kuaterniyon dizisi P-yakinsaktir.

2. Teorem geregince (a,), (b,) reel dizileri Cauchy dizileridir. O halde
(an), (bn), (cn), (d,) reel dizileri yakinsaktir. Buradan Teorem [3.1| geregince
{pn} split kuaterniyon dizisi P-yakinsaktir.
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4

SPLIT KUATERNIYON SERILER

Tezin son orijinal kismini olusturan bu boliimde, split kuaterniyon seriler
tanimlanmig, Ozellikleri verilmis, split kuaterniyon serilerin yakinsakligi
incelenmis, split kuaterniyon kuvvet serileri ve yakinsaklik yaricaplari

tanimlanmustir.

Tamim 4.1 (Split kuaterniyon seri). {p,} = (an) + (b )i + (Cn)j + (dn )k: split

kuaterniyon dizi olmak iizere an = Z Zb i+ chj + Zd k

n=1 n=1
toplamina split kuaterniyon seri denir.

Tanim 4.2 (Kismi toplamlar dizisi). S, = Z P = Z a; + Z byt + Z cJ +
t= = = =1

Z d.k toplamina Z Dr, split kuaterniyon serisinin n. kismi toplami denir. Ayrica

t=1 n=1

(o) o0 [o.¢] o0

g Qs E b, E Cns g d, reel serilerinin kismi toplamlar dizileri sirasiyla
n=1 n=1 n=1

(Sa,), (Sp,), (Se,), (Sd,,) olmak iizere {S,,} := (S,,) + (Sy,)i + (Se,)j + (Sa, )k

split kuaterniyon dizisine split kuaterniyon serisinin kismi toplamlar dizisi denir.

4.1 Geometrik Split Kuaterniyon Seriler

Tanim 4.3 (Geometrik Split Kuaterniyon Seri). p,r € Hg olmak iizere

oo
1. Z pr"~! toplamina sag geometrik split kuaterniyon seri,

n=1
)

2. Z 7"~ !p toplamina sol geometrik split kuaterniyon seri denir.

n=1

! Bu calisma boyunca sag geometrik split kuaterniyon seriler ele alinacaktir.

Kisaca geometrik split kuaterniyon denilecektir.
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oo

Teorem 4.1. p,r € Hg olmak iizere |1 — r|| # 0 ise Zpr”_l geometrik split
n=1

kuaterniyon serisinin n. kismi toplami

Sp=p(l—r")(1—7r)"

seklindedir.

(o9}
Ispat. Z pr"~* geometrik split kuaterniyon serisinin n. kismi toplami
n=1

n
53w
t=1

=p+pr+pr® 4.+ pr"”
=p(l+r—+--+r""

1

olup

n

Sar=pr+pr’+--+pr

ile taraf tarafa ¢ikarma islemi yapilirsa
Sn = SnT =p —pr"

elde edilir. Buradan ||1 — r|| # 0 ise geometrik split kuaterniyon serisinin n. kismi
toplam1
Sp=p(l—r")(1—7r)"

seklindedir. [

4.2 Split Kuaterniyon Serilerde Yakinsakhk ve P-Yakinsakhk

Tanim 4.4. {S,} split kuaterniyon kismi toplamlar dizisi lim S, = s € Hg gibi

n—oo

bir limite sahip ise Z Py, serisi yakinsaktir denir. Z pn = s seklinde ifade edilir.

n=1 n=1

o
{S,} split kuaterniyon kismi toplamlar dizisi raksak ise Z pp, serisi raksaktir
. n=1
denir.

Tanim 4.5. {5, } split kuaterniyon kismi toplamlar dizisi P-limS,, = s € Hg gibi

n—oo

bir limite sahip ise Z pn, serisi P-yakinsaktir denir. Z Dn L seklinde ifade

n=1 n=1
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edilir. {S,} split kuaterniyon kismi toplamlar dizisi P-iraksak ise Z Dn Serisi
n=1

P-1raksaktir denir.

Not. (Sq,), (S,), (Se,), (S4,) reel kismi toplamlar dizileri sirasiyla
lim San =5, € R, lim Sbn =5 € R, lim Scn =s. €R, lim Sdn =s4€R
n—oo n—oo n—oo n—oo

limitlerine sahip ise {S,} := (S.,) + (S,)i + (Se,)J + (Sa, )k split kuaterniyon
kismi toplamlar dizisi lim .S, = P-1imS,, = s, + Spt + s.j + sqk = s € Hg gibi

bir limite ve P-limite sahiptir.

o o
Teorem 4.2. Z Dn Ve Z G tki split kuaterniyon seri olsun.

n=1 n=1

(e o] o
1. Z Dy an split kuaterniyon serileri yakinsak ve sirastyla serilerin

n=1 n=1

kismi toplam dizilerinin limitleri 1im S,, = s, lim S,, = 5 olmak iizere
n—o0 n—o0

Z (Pt qn) = an + Z Qn ile elde edilen split kuaterniyon seri de

n=1 n=1 n=1

yakinsaktur.

2. Z P Yakinsak split kuaterniyon seri Z Gn traksak split kuaterniyon seri ise

n=1 n=1
oo

Z (pn £ qn) ile elde edilen split kuaterniyon seri iraksaktir.

n=1

3. an, an split kuaterniyon serileri P-yakinsak ve sirasiyla serilerin
n=1 n=1

kismi toplam dizilerinin limitleri P-1imS,, = s, P- limgn = 5 olmak iizere
n—00 n—00

* Vn € Z" icin S, — s, S, — § spacelike(timelike), Zg _5(S, — s) space-
like(timelike) veya lightlike ise Z (pn £ qy) ile elde edilen split kuater-

n=1

niyon seri de P-yakinsaktir. Burada Zg _ (S, — s) vektorii, Tamm

ile elde edilen vektordiir.
«Vn € Z* icin V((S, — s)S, —3) spacelike veya lightlike ise
Z (pn £ qn) ile elde edilen split kuaterniyon seri de P-yakinsaktr.

n=1

4. N € Z* olmak iizere Z Dn Split kuaterniyon seri P-yakinsak ise Z DN-+n
n=1 n=1
split kuaterniyon serisi de P-yakinsaktir.
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Ispat. Z pr split kuaterniyon serisinin n. kismi toplam1 S,, = Z Dpn VE Z Gn
t=1 n=1

n=1
n

split kuaterniyon serisinin 7. kismi toplami S, = Z ¢, olmak lizere
t=1

1. an ve Z ¢ serileri yakinsak oldugundan lim S, = s ve lim S, =3

1 n—oo n—o0

n n=1
limitleri mevcuttur. Buradan

lim S, + Tim S, = Tim (S, +5,) 4.1)
n—oo n—0o0 n—0o0
limiti mevcut oldugundan Z (pn £ @) split kuaterniyon serisi yakinsaktir.
n=1

2. Z P yakinsak ve Z @ 1raksak oldugundan lim S, = s limiti mevcuttur

n—oo
n=1 n=1

ancak lim S, limiti mevcut degildir. O halde (@.2) limiti mevcut degildir.

n—00

Oyleyse Z (pn £ ¢,) split kuaterniyon serisi raksaktir.

n=1
3. an ve an serileri P-yakinsak oldugundan P-limS,, = s ve
n—0o0
n=1 n=1
P-1im$S,, = § P-limitleri mevcuttur. Buradan Vn € Z* i¢in S,, — 5,5, — §

n—o0

spacelike(timelike), Zg _ (S, — s) spacelike(timelike) veya lightlike ise

P-limS, + P-limS, = P-lim (Sn + Sn) 4.2)

n—o0 n—oo n—o0

P-limiti mevcut oldugundan Z (pn £ @n) split kuaterniyon serisi
n=1

P-yakinsaktir.

4. E pn serisi yakinsak oldugundan P-limS,, = s limiti mevcuttur. Oyleyse
n—oo
n=1

e > 0iginn > N igin ||.S,, — s|| < € olacak sekilde IN; € N7 yazilabilir.
Buradann+ N > Ny + N > N igin de || Sy, — s|| < € yazilabileceginden

P-1imSy 4, = s limiti mevcuttur. Oyleyse g PN +n split kuaterniyon serisi
n—oo 1
n=

P-yakinsaktir.

59



Teorem 4.3 (Teleskopik split kuaterniyon seri). Z (Pn — P ) teleskopik split ku-
n=1
aterniyon serisinin yakinsamasi ( P-yakinsamast) icin gerek ve yeter sart {p,} split

kuaterniyon dizisinin yakinsak ( P-yakinsak) olmasidir.

Ispat. Z (Pn — Pnt1) split kuaterniyon serisinin 7. kismi toplami
n=1

n

Sp = Z(pt — Dit1)

t=1
=p1—p2+pP2r—p3s+p3—paEt-+Pp— Pt
= P1 — Pn+1

olmak iizere Z(pn — pnt1) split kuaterniyon serisinin yakinsak olabilmesi igin

n=1

lim S, = lim (p; — ppy1) = p1 — limp,
n—00 n—00 n—00
limitinin var olmasi gerekir. Bunun i¢in gerek ve yeter sart lim p,, limitinin var
n—o0
olmasi, yani {p,} split kuaterniyon dizisinin yakinsak olmasidir. P-yakinsakligi

icin de benzer ispat yapilabilir. [

Tanim 4.6. Z ||pn|| split kuaterniyon serisi yakinsak ise Z pr split kuaterniyon
n=1 n=1

serisi mutlak yakinsaktir.

Tanim 4.7. an split kuaterniyon serisi yakinsak ancak Z lpn |l split

n=1 n=1
oo

kuaterniyon serisi iraksak ise Z P, split kuaterniyon serisi kosullu yakinsaktir.

n=1

4.3 Split Kuaterniyon Serilerinde Yakinsaklik Testleri

Teorem 4.4. p,r € Hg ve |1 — r|| # 0 olmak iizere Zpr"il geometrik split
n=1
kuaterniyon serisi ||r|| < 1ise p(1 — r)~! sayisina P-yakinsar.

Ispat. ||r| < 1ise P-limr™ = O, oldugu kullamlirsa
n—o0

P-1imS, = P-lim [p(1 —+")(1—7r)""] =p [P— lim(1 —7")| (1 —7)7"

n—o0 n—oo n—oo

=p(1—r)~"
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1 P

elde edilir. Buradan Z pr~t = p(1 — r)~! yazilabilir. [

n=1

Teorem 4.5. Z pn Split kuaterniyon serisi

n=1

* Yakinsak ise lim p, = Ogg,
n—oo

* P-yakinsak ise P-limp,, = Og,

n—oo

seklindedir.

Ispat. Z pr split kuaterniyon serisi yakinsak ise lim .S,, = s gibi bir limiti vardir.

n—oo
n=1
Ayrica lim S,,_; = sve S, — S,_1 = a, oldugundan
n—o0
lim a,, = lim S, = S,—1 =5 — s = Opy
n—oo n—oo
elde edilir. P-yakinsak olma durumu benzer sekilde ispatlanabilir. [

o
Sonuc 4.1. lim p,, # Op, ise Z Dn, split kuaterniyon serisi traksaktir.
n—oo

n=1

(e.9]
P-limp,, # Oy, ise Z D, split kuaterniyon serisi P-iraksaktir.
n—o0

n=1

Not. limp, = Oy, durumunda Z pn, split kuaterniyon serisi yakinsak olmak
n—oo
n=1
zorunda degildir. P-limp, = Op, durumunda an split kuaterniyon serisi
n—oo
n=1

P-yakinsak olmak zorunda degildir.

Teorem 4.6 (Cauchy Kriteri). p, = a, +b,i+c,j+d,k ve Z pn split kuaterniyon

n=1
serisinin n. kismi toplami S,, = S, + Sp,t + S¢, J + Sa, k olmak iizere her ¢ > 0
D a > b > D d
t=m t=m t=m t=m

Z Pn Split kuaterniyon serisi yakinsaktur.

n=1

< €, < €, < €, < € ise

icinn > m > N iken
o
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Ispat. (Sa.,), (Sb,), (S.,), (Sa,) reel kismi toplamlar dizileri Cauchy dizileri ise
yani her e > 0 igcinn > m > N iken

n m n n
|Sa, = Sam| = Zat—zat = Z ag| < € veya Zat < €,
t=1 t=1 t=m-+1 t=m
n m n n
|Sb, — St | = th—th = Z b| <€ veya th <,
t=1 t=1 t=m+1 t=m
n m n n
|Sen — Senl = th_zct = Z Ce| <€ veya | <€
t=1 t=1 t=m+1 t=m
ve
n m n n
1Sa, — S| = Zdt—Zdt = Z d;| < e veya Zdt <€

ise S, = S,, + Sp, 7+ Se, 7+ Sa, k split kuaterniyon kismi toplamlar dizisi Cauchy
split kuaterniyon dizisidir, dolayisiyla yakinsaktir. Boylece Z D, split kuaterniyon

n=1
serisi yakinsaktir. [

Teorem 4.7 (P-Cauchy Kriteri). p, = a,, + b,i + ¢,J + d, .k ve Z Pn Split kuater-

n=1
niyon serisinin n. kismi toplami S,, = S,,, + Sp,t + S, J + Sa, k olmak iizere her
e > 0icinn >m > N iken

1. S, — S, spacelike veya lightlike ve at| <€ Z bi| < eise,
t=m t=m
2. S, — S,, timelike veya lightlike ve Z | <€ Z di| < eise
t=m t=m

Z Pn Split kuaterniyon serisi P-yakinsaktur.

n=1
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Ispat.

1. S, — S, spacelike veya lightlike, (S,,) ve (S, ) dizileri Cauchy dizileri ise
yani her e > 0 icinn > m > N iken

n m n n
|Sa, — Sa,,| = E a; — E a;| = E a;| < € veya a;| <€
t=1 t=1 t=m+1 i=m
ve
n n
|Sb" - Sbm E bt E bt E bt < € veya E bt < €
t=1 t=1 t=m+1 t=m
ise,

2. S, — Sy, timelike veya lightlike, (S,, ) ve (Sq,) dizileri Cauchy dizileri ise
yani her ¢ > 0 icinn > m > N iken

|Sen = Sem| = th = Z € veya <e€
t=m+1
ve
’Sdn — Sdml = Zdt = Z dt < € veya <€
t=m+1

ise Teorem geregince {S,} split kuaterniyon kismi toplamlar dizisi

P-yakinsaktir. Dolayisiyla Z P split kuaterniyon serisi P-yakinsaktir. |

n=1

Teorem 4.8 (Kok Testi). ip” = i a, + i b, + i cnJ + i d,k split ku-
n=1 n=1 n=1 n=1

n=1
aterniyon seri ve

lim {/a, = Ly, lim /b, = Ly, lim {/c, = L3, lim /d, =L,
n—00 n— 00 n—r00

n—oo

olmak iizere Ly, Lo, L3, Ly < 1 ise Z Pn, Serisi yakinsaktir.

n=1

Ispat. Reel dizilerin kok testine gore, an serisinin bilesenleri yakinsak

n=1

oldugundan kendisi de yakinsaktir. [
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Teorem 4.9 ( Kok Testi). Z Dn, Split kuaterniyon seri ve

n=1

Tim {/fpa]l = Ly

(o.)
olmak iizere Ly < 1 ise Z Dn Serisi mutlak yakinsaktir.

n=1

Ispat. Ly < 1olsun. L; < l; < 1 olacak sekilde [; € R vardir. n > N iken

Vipall <l

olacak sekilde N € Z% vardir. Buradan her n > N igin ||p,|| < I} olup

Z lpnll < Zl’f reel geometrik serisi tarafindan siirlandirilmistir.  Boylece

n=1

Z Dy, serisi mutlak yakinsaktir. |

n=1

Ornek 4.1. Z p_' split kuaterniyon serisi mutlak yakinsaktir.
n!

n=1

n
Coziim. Z Y split kuaterniyon serisine kok testi uygulanirsa

" Hp || \/" Hp\” iy P

yazilabilir. lim {/|n!| = oo oldugundan lim —— ||p||
n—oo

lim o
n—oo

nl

= 0 < 1 elde edilir. O halde

V0
5 p_' split kuaterniyon serisi mutlak yakinsaktir.
n!

n=1

Teorem 4.10 (Oran Testi). ipn = i a, + i bnt + i cnJ + i d.k split
n=1 n=1 n=1 n=1

n=1
kuaterniyon seri ve

o &2 — L lim 22— Ly lim O = fg lim 2 =,

n—o00 (@, n—oo by, n—00 Cp, n—oo d,

olmak iizere L, Lo, L3, Ly < 1 ise Z Dn, Serisi yakinsaktur.

n=1
o0
Ispat. Reel dizilerin oran testine gore, an serisinin bilegenleri yakinsak
n=1
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oldugundan kendisi de yakinsaktir. |

Teorem 4.11 (Oran Testi). Z Pn split kuaterniyon seri ve

n=1

2
n=oo |[|p|

oo
olmak iizere Ly < 1 ise Z Dn, Serisi mutlak yakinsaktir.

n=1

Ispat. Ly < 1olsun. Ly < I, < 1 olacak sekilde [, € R vardir. n > N iken

n— ly
Ipall < Lollpaall < Bllpaall < - < B Nlpw ] = F5lowll
2

olacak sekilde N € Z* vardir. Buradan {/||p,|| < ls ¢/ ”?—}5” elde edilir. Kok testine
2

gore Z Pn split kuaterniyon serisi mutlak yakinsaktir. [

n=1

4.4 Split Kuaterniyon Kuvvet Serileri

Tanim 4.8. x, x( € Hg, u, keyfi split kuaterniyon katsayilar ve x, degisken olmak

uzere
o0

Zun(x —29)" = up + ur(z — x9) + uz(x — 330)2 +...
n=>0

toplamina x( merkezli sag split kuaterniyon kuvvet seri,

o0

Z(m — 20) Uy = U + (x — To)uy + (7 — 30) Uz + . ...
n=0

toplamina x, merkezli sol split kuaterniyon kuvvet seri denir. (z—z,)° = 1 seklinde

tanimlanabilir.

! Bu ¢alisma boyunca sag split kuaterniyon kuvvet seriler ele alinacaktir. Kisaca

split kuaterniyon kuvvet seri denilecektir.
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Ornek 4.2.

- . n 1 .
n+1 @ — (A +itj—k)" =1+ (& —(1+it+j—Fk)
n:O
2
+5( — (A +i+j—k))?
6
—|—1—6(x—(1+i+j—k))2+...

toplamina 1 + ¢ + j — k split kuaterniyon merkezli split kuaterniyon kuvvet seri

denir.

Tanmm 4.9 (Lorentz 3-Kiire). Split kuaterniyonlar vektdr uzaymda p yaricaph

Lorentz 3-kiire
L’ ={zeHs : (v,2)n, = p°}

ile, ¢ merkezli p yaricapl Lorentz 3-kiire
LP={z €Hs : (x — 20,7 — To)mg = p°}

ile tanimlanir.

Tanim 4.10 (Hiperbolik 3-Kiire). Split kuaterniyonlar vektor uzayinda p yaricapl
Hiperbolik 3-kiire

H? ={r €Hg : (v,2)y, = —p°}

ile, xy merkezli p yaricapli Hiperbolik 3-kiire

={xeHs : (z—x0,0 — xo)my = —p2}
ile tanimlanir.

Tanim 4.11 (P-Yakinsaklik Lorentz Yaricapi). Z un(z — x0)" split kuaterniyon

=0
kuvvet serisini P-yakinsak yapan x degerlerlmn olusturdugu en biiyiik Lorentz
3-kiireye P-yakinsaklik Lorentz 3-kiiresi denir. Lorentz 3-kiirenin yaricapina

P-yakinsaklik yaricapt denir.

Tanim 4.12 (P-Yakinsaklik Hiperbolik Yarigapi). Z U (z—1x0)" split kuaterniyon

n=0
kuvvet serisini P-yakinsak yapan x degerlerinin olusturdugu en biiyiik Hiperbolik

3-kiireye P-yakinsaklik Hiperbolik 3-kiiresi denir. Hiperbolik 3-kiirenin yari¢apina
P-yakinsaklik yaricapt denir.
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SONUC

Bu tezde split kuaterniyon diziler ve seriler ele alinmstir.

Tezin orijinal kismy, iiciincii boliim ve sonrasindan olusmaktadir. Ikinci boliimde

split kuaterniyonlarin birbirlerine gore dik olma durumlari incelenmistir.

Uciincii boliimde split kuaterniyon diziler ve split kuaterniyon dizilerin iki farkli

yakinsaklik tanim literatiire kazandirilmistir.

Dordiincii boliimde split kuaterniyon seriler, split kuaterniyon serilerin iki farklh
yakinsaklik tanimi ve kuvvet serileri literatiire kazandirilmistir.  Ayrica split

kuaterniyon kuvvet serilerinin yakinsaklik yaricap1 tammmlanmistir.
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