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Bu tez alti bolimden olusmaktadir.

Birinci boliim literatiir 6zeti, tezin amaci ve hipotez kisimlarindan olusmaktadir. ikinci
béliimde, temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Uglincii bélimde, degisken ustli
Lebesgue uzayi, Sobolev uzayi ve Hardy esitsizligi icin kosullar incelenmistir. Dordiinci
bélimde, Varyasyonel yaklasim verilmistir. Besinci boliimde, monoton operatoér teorisi
ve Browder Minty Teoremi incelenmistir. Altinci boélimde, sinir deger problemi icin

Hardy operatori kullanilarak ¢oziim elde edilmistir. Son bolimde, sonug ve Oneriler
ifade edilmistir.
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This thesis involves six chapters.

The first chapter is summary of the literature, aim of the thesis and hypothesis. The
second chapter consists of main definitions and theorems. In the third chapter Variable
Lebesgue Space, Sobolev Space and condition for Hardy’s Operator is examined. In the
fourth chapter Variational approach is given. In the fifth chapter, monotone operator
theory and Browder Minty theorem is examined. In sixth chapter, for the boundary
value problem, the solution is obtained by using the Hardy operator. In the last
chapter, conclusions and recommendations are expressed.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

1920 yilinda Godfrey Harold Hardy [1] calismasinda; 0 <a, 0 < f(x), 1<p ve
faoo fP(x)dx yakinsak olmak uzere,

oo p

| f fo | dx < j fP(x)dx (1)

a

esitsizligini ifade etmistir. Daha sonra 1925 yilindaki [2] calismasinda (1.1) esitsizliginin
f, herhangi sinirh (0,x) araliginda integrallenebilir, 1 <p ve f?,(0,%) araliginda

integrallenebilir iken,

oo 14

f f fo | ax< f £2(x)dx (1.2)

0

esitsizliginin saglandigini ispatlamistir. Bu esitsizlik Hardy esitsizligi olarak adlandirilir.
Hardy esitsizligi daha sonralarn kapsamli olarak ¢alisilmis ve genel integral

esitsizliklerinin incelenmesinde 6rnek model olarak kullanilmistir.

G.H. Hardy (1.2) esitsizliginden sonraki, agirlik fonksiyonlari ile ilgili ilk GnlU esitsizligini,
P

1<p, e<p—1ve f olgilebilir negatif olmayan fonksiyonlar igin, (#) muimkin

olan en iyi sabit olmak Uzere,



p

f %ff(t)dt xEdx < (p_pT)wafp(x) x€dx (1.3)

seklinde ifade etmistir. (1.3) den tlretilerek asagidaki dual esitsizlik yazilabilir; 1 < p,

P
p — 1 < ¢ ve f olgulebilir negatif olmayan fonksiyonlar igin, (EJ:;_I}) muimkin olan en

iyi sabit olmak Gzere

(o] p [oe]

1 D p
- t)dt ¢d S(—)J P(x) xdx 1.4
[|5] rae ) xeax< (=) [ e (14)
0 x 0

dir[3]. Daha sonra vyapilan calismalarla (1.3) esitsizligi genisletilmis ve Hardy
esitsizliginin modern hali olan asagidaki esitsizlik elde edilmistir[4].

1 1
q b ?

b x
J j FOdt | u@dx | <c f If )P0 dx (1.5)

Q

burada, a,b € Rve —c0 < a < b < oo, u ve v fonksiyonlar (a,b) araliginda birer agirlik
fonksiyonu, C =C(p,q,u,v),0<q<oovel <p < oo‘dir.
Hardy esitsizlikleri ile ilgili en 6nemli kavram Hardy operatoriidir. u ve v pozitif

fonksiyonlar olmak Uzere
(Huof) () = v(0) [ FOU@e (16)
0

ifadesine Hardy operatort denir. Pek ¢cok yazar fgcf(t)dt yerine daha genel olan
(Hf)(x) operatériinii inceler. Burada (Hf)(x) operatoriinde, f yerine f = f(t) u(t)
secilerek ve yeni u,v agirlik fonksiyonlari atanarak kolaylikla ilk Hardy esitsizligine
dondstiarulebilir. Benzer ¢alismalar N. Levinson [5], R.P. Boas [6], K.C. Lee ve G.S. Yang
[7], G. Pachpatte[8], R.S. Chisholm ve W.N.Everitt[9], D.E. Edmunds ve W.D. Evans [10]

tarafindan yapilmistir.



P. R. Beesack 1950-1960 vyillarinda Hardy esitsizligi Uzerine sistemli bir arastirma
baslatti. p = q ve p <0 durumlarini ve (1.5) esitsizliginin yon degistirmis hali igin

0 < p < 1 durumlarini inceledi. Beesack [11] ¢alismasinda

j flTu(dx | <c f I G Po(x) dx 1.7)

esitsizligi ile,
[o0]

Jy) = f[(y'(x))pv(x) — yP(Q)u(x)]dx

0

fonksiyoneli icin Euler-Lagrange denkleminin

d dy\P~!
o <U (x) (d—y) ) + u(x)y? H(x) =0 (1.8)

X

adi diferansiyel denkleminin var olan bir y ¢o6ziimiyle iliskilendirdi. Beesack’in bu
yaklasimi, Hardy esitsizliklerini iceren esitsizlikler sinifinin 6zel bir konusu olarak
genigletildi. Bu konuyla ilgili ¢alismalar igin P. R. Beesack [12] ve D. T. Shum [13]

calismalari 6rnek gosterilebilir.

(1.3) esitsizliginde & =p —1 degeri goz ardi edilmisti. 1965 yilinda, J. Kadlec ve A.
Kufner [14] x¢ agirlik fonksiyonu yerine, x¢|logx|™ agirlik fonksiyonunu koyarak bu

boslugu doldurdular.

(1.5) esitsizligi, (a,b) = (0,00) ve p =q kosullariyla 1966 ve 1967 yillari arasinda
G.Talenti [15],[16],17] tarafindan incelendi. Ayrica, 1969 yilinda G. Tomaselli [18], (1.8)
denkleminin ¢ozilebilirliginin; (1.5) esitsizliginin saglanmasi icin sadece yeterlilik degil,

belli durumda gerekliligin saglandigini gosterdi.

1971 yilinda R.S. Chisholm ve W. N. Everitt[9], (1.5) esitsizli§inde C en iyi sabit ve

p = q = 2 durumu igin bir gereklilik ve yeterlilik kosulu olarak

1

00 = r ;"

p
A, = sup (j u(x)dx) fvl_p’ (x)dx | <o (1.9

>0
r 0



kosulunu koydular. 1972 yilinda, B.Muckenhoupt [19] bu sonug icin basit ve kolay bir

ispat verdiginden, (1.9) kosulu genellikle Muckenhoupt kosulu olarak adlandirilir.

G.Tomaselli [18] calismasinda (1.5) esitsizliginin degeriicin (a,b) = (0,0)vep =qile

birlikte f pozitif ol¢ilebilir fonksiyon olmak Uzere

1 1
x -5 / x t p
Ay = sup fvl‘p' (t)dt ju(t) fvl‘p’(ds)ds dt | <o (1.10)
>0 5 0 5
ve
X t 14
1 '

A.. . = infsu fu t t) + jvl"p ds)ds < 1.11

o] ROl R TRadC (1.1)

kosullarini turetti.

p ve q, 1<p,q <o olmak uUzere, farkli parametrelerinin durumlan igin ilk
arastirmalar 1978 yilinda J. S. Bradley tarafindan [20] ¢alismasinda baslamistir. Bradley
bu makalesinde 1 <p,q < oo iken (1.12) nin (1.5) esitsizligi icin gereklilik kosulu
oldugunu ve 1 < p < g < o igin yeterlilik kosulu oldugunu gosterdi. Devaminda (1.5)

esitsizligi i¢in en iyi sabit C olmak Uzere
1<p<qg<owised, <C<A,pr@p)Y
p=0veyaq =xiseC =4, (1.12)

olarak hesapladi. Benzer calismalar V. S. Kokilashvili[21], V. G. MaZ'ja[22], K. F.

Andersen ve B. Muckenhoupt[23] tarafindan yapildi.

1< p<q< o durumunda L.E. Persson ve V. D. Steponov [24] tarafindan (1.10)

kosulunun benzeri

1 1
x ) x x q q
Ayg = sup f v (de J u(®) f PP (s)ds | dt | <oo
x>0 0 0 0
olarak verildi.



(1.5) esitsizligindeki en iyi C sabiti igin,
Aps S C < p'Apg

yazilabilir. 1 < p < q < oo durumunda(1.5) en iyi C sabiti igin (1.11) kosulunun hesabi

pek cok arastirmaci tarafindan ilerletildi ve degistirildi.

J. S. Bradley [20], V. S. Kokilashvili [21] ve P. Gurka[27] tarafindan elde edilen bir baska
metoda gore A4,, < C < k(p, q)A,, olarak (1.11) kosulu tekrar yazilirsa

1

1 —
k,(p,q) =pa(p')p

elde edilir. Ayrica V. G. MaZ'ja [22] k(p, q) fonksiyonunu

1

1
k,(p,q) = qr(q')P’

olarak degerlendirdi. 1990 yilinda B. Opic [28], k(p,q) degerini
1 1

q\q p'\P’
k(p,q)=<1+—,) <1+—)
° p q

olarak gelistirdi. p = q durumunda tim degerlerin birbirine denk oldugu agiktir.

1 < p < q < oo durumu igin gereklilik ve yeterlilik kosulu V. G. Maz’ja ve A. L. Rozin

[22] tarafindan tiretildi. Bu kosul % = % —% olmak Uzere,

1

oo oo E t qif T
f fu(x)dx fvl‘p’(x)dx v(l‘p’)(t)dt <
0\t 0

olarak farkli bir formda verildi. Daha sonra, L. E. Persson ve V. D. Stepanov[24] bu

kosulu yeniden dizenleyerek g < p olmak Ulzere,

o t x q T t _g
Aps = J f u(x) f ") (9)ds | dx J v (Odx | v (Ddt < o
0 0 0 0

olarak ispatladi.



Kalan 0 <q <1, 1 <p durumu G. Sinnamon [30] tarafindan gosterildi. Ayrica G.
Sinnamon 1987 yilinda Apg kosulunun (1.5) esitsizligi icin gerek ve yeter kosul

oldugunu gosterdi.

0<qg<1 p=1 durumu ise 1996 yilinda G. Sinnamon ve V.D. Stepanov [31]

tarafindan tanimlandi.

1.2 Tezin Amaci

Diferansiyel denklemlerin kullanimi mihendislik, vb. alanlarda ¢ok yaygindir. Fakat bazi
durumlarda verilen problemin ¢oziminin varhgl kesin olarak elde edilemez. Bu
eksikliklerden birini kapatmak amaciyla icin bu tez de, degisken Uistli Sobolev uzayinda,
Hardy operatérii, Varyasyonel yontem ve Browder-Minty teoremini kullanilarak, sinir

deger problemine ¢6ziim bulmak amaclanmistir.

1.3 Hipotez

Verilen diferansiyel denklemin ilk olarak varyasyonel metot kullanilarak, probleme
karsilik gelen varyasyonel operator arastirilacaktir. Sonrasinda bulunacak olan bu
operator icin  Browder-Minty Teoreminin kosullari arastirilacaktir. Son olarak elde
edilen sonu¢ ve Hardy operatori kullanilarak sinir deger probleminin ¢6zimi

arastinlacaktir.



BOLUM 2

TEMEL IFADELER

2.1 Vektor Uzaylari
Tanim 2.1 V bos olmayan bir kiime ve [ cismi R veya C olsun.

+: VXV -V, (x,y) > x+y,
tF XV >V, (a,x) - ax,
donugumleri ile toplama ve c¢arpma islemlerini tanimlayalim. Her x,y,z €V ve

a,b € Ficin asagidaki kosullar saglasin:

x+y=y+x

x+(y+2)=x+y) +z

x + 0 = x esitligini saglayan bir tek 0 € V vardir.

x + (—x) = 0 esitligini saglayan bir tek —x € V vardir.
l-x=x

a(x+y) =ax +ay

(a+ b)x = ax + bx

(ab)x = a(bx)

© N o U ok~ W N e

Bu durumda V’ye F lizerinde bir vektor uzayi (lineer uzay) ve elemanlarina da vektor
veya nokta adiverilir. F = R alinirsa V ‘ye bir Reel vektor uzayi ve F = C alinirsa V ‘ye

bir Kompleks vektoér uzayi denir.

Tanim 2.2 V, F cismi Uzerinde tanimli bir vektor uzayive @ = W < V olsun. Eger W,V
vektor uzayinin toplama ve skalerle carpma islemlerine goére bir vektor uzayi oluyorsa

W’ye V'nin alt vektor uzayi denir.



Teorem 2.3 @ = W c V, V’nin bir alt vektor uzayidir ancak ve ancak Vx,y € W ve
Va,b € Figin ax + by € W'dir.

Tanim 2.4 V bir vektdr uzayl olmak uzere f:V — F seklinde tanimlanmis f

fonksiyonuna fonksiyonel denir. Bir f fonksiyoneli

flax+ by) = af(x) + bf(y), x,yEV, abeC

kosulu ile lineerdir.

Tanim 2.5 V vektor uzayr Gzerindeki tim sirekli lineer fonksiyonellerin kiimesine V
vektor uzayinin duali denir ve V'ile gosterilir. Bu uzay f,g € V',x € V,c € C olmak

Uzere;

(f+9) ()= fx) +g),
(cf)(x) =c f(x),

seklindeki noktasal toplam ve skaler carpim altinda bir vektor uzayidir. Bu durumda V'
uzayinin da duali tanimlanabilir. (V')’ = V" lineer vektdr uzayina V‘nin ikinci duali adi

verilir.

Tanim 2.6 Dualinin duali kendisine esit olan uzaya refleksiv (yansimali) uzay denir.

2.2 Normlu uzay
Tanim 2.7 V, [F cismi Uizerinde bir vektor uzayi olsun.

I-l:V > R,

x = ||x|

donusuimi Vx,y € V ve Va € Figin

(N2)llx]l =0,
(N2)[[x|l =0 & x =9,
(N3)llax]l = lal llxII
(N4)[lx + yll < llxIl + llyll (dggen esitsizligi)
dzelliklerini sagliyorsa V lzerinde norm adini alir ve bu durumda (V,[|-]]) ikilisine

normlu vektor uzayi adi verilir. (N1)-(N4) 6zelliklerine norm aksiyomlari denir.



Ornek 2.8 R™ Oklid vektér uzayl, x = (x, X, ..., x,,) € R" igin,

I]l: R* > R

n 1/2
xll = (Zukv)
k=1

donlsima ile bir normlu vektér uzayi belirtir.

Ornek 2.9 1, (1 <p < ) uzayi

M, i1, > R

00 1/p
= P
Il <Z|xk| )
k=1

normu ile bir normlu uzaydir.

Tanim 2.10 Bir (V, ||:]|) normlu uzay, bir x, € V noktasi ve pozitif bir r sayisi verilsin. O

Zaman

S,(xp)={x€V: |lx —x,ll <}

kimesine x, merkezli ve r yancaph agik yuvar,

S,(xg)={x eV |lx—xyll <7}

kimesine de x, merkezli ve r yarigapl kapal yuvar ve

0, (xy) ={x €V : |lx —x,ll =7}

kimesine ise x, merkezli ve r yaricapl yuvar ylzeyi denir.

S, (xy) = S, (x,y) Ua,(x,) oldugu agiktir.

Tanim 2.11 V' dual uzayinin normu, f € V'igin

|f ()
1 =su
x+0

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.12 Norm fonksiyonu siireklidir.



Tanim 2.13 V vektor uzayi Gzerinde tanimli iki farkli norm, |||l ||*|l, olarak verilsin. Her

x € Vicin

Cillxlly < llxll, < Gyllxlly

olacak sekilde C; > 0 ve C, > 0 sayilan varsa |||[; ve [||[, normlarina denk normlar

denir.

Tanim 2.14 Vnormlu uzayinda bir (x,,) dizisi verilsin. Eger x, € V noktasi igin

lim ||x,, — x,|l = 0

n—->oo

oluyorsa bu durumda, (x,,) dizisi x, noktasina glgli yakinsiyor denir. Bu yakinsama

X, = Xoveya limx, = x, ile gosterilir. Bu ifadeye normdaki yakinsama da denir. Eger
n— oo

f €V'igin

Tim IIF el = £ (xo)

olacak sekilde x, €V varsa bu durumda, (x,) dizisine V normlu uzayinda zayif

z
yakinsaktir denirve x, = x, veya x, — x, ile gosterilir.

Tanim 2.15 (V, ||]) normlu uzay ve (x,,) bu uzayda bir dizi olsun. Eger her € > 0 ve
her n,m > n, icin ||x,, — x,,|| < € olacak sekilde n, = n,(¢) € N varsa (x,,) dizisine

bir Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.16 Bir (V,||]|) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya

yakinsiyorsa (V, ||*|]) normlu uzayina tam uzay veya Banach uzayi denir.

Teorem 2.17 V = R" (veya V = C™) vektor uzayi,
(i) llxlly = k=1l
(i) llxll, = Cr_qlx, )P, 1<p < oo
(iii) x|l , = max{|x,|:k =1,2,...,n}

normlarina gore Banach uzaydir.
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2.3 Lineer Operatoérler

Tanim 2.18 V ve W, ayni F skaler cismi Uzerinde vektér uzaylanve T : D, cV - W
doéntisimi tanimlansin. Eger T, D alt uzayindaki bir x elemanini W uzayindaki bir tek

elemana gotiriyorsa, bu durumda T ’ye operatér, D, ‘ye ise tanim kiimesi denir.

Tanim 2.19 D,, V ‘nin bir alt uzayl olmak tzere, T : D, c V — W operatéri, her

x,y €ED,rvehera,b € Figin

T(ax + by) = aT(x) + bT(y)

kosulunu saglarsa lineer operatoér denir.

Ornek 220 T : D, c V — W bir operatér olmak tizere Vx € D igin T(x) = 0 ise T’ye

sifir operatérii denir. T(x) = x ise T’ye birim operatér denir.
Tanm 2.21T : D, cV — W operatori tanimlansin. Her x € D igin

ITCOlly < Mlixlly

olacak sekilde M = 0 varise T operatoriine sinirli operator denir.

IT () ly < Mllx|ly ifadesini e |, < M olarak yazilabilir. Buradan M sabitinin

Il

en az, D; — {0} kiimesi Uzerinde alinan supremum kadar blyik olabilecegi anlasilir.

Yani;

ITCOly

X€Dr (X) “x”X

M =

dir.

Tanim 2.22 T : V - W sinirh lineer operatér olsun. Vx € V igin;

T Coly

1Tl = sup —————

v-w = S Tl
[l 0

ifadesine T operatoriiniin normu denir.

Tanm 2.23 T : V — W operatorii tanimlasin. (x,,) € Dy ve x € D, i¢in V ‘de x,, - x

iken W’da T'(x,,) = T (x) oluyorsa T operatdriine sureklidir denir.
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Teorem 2.24 T : V — W bir lineer operator olsun. T tek bir noktada sirekli ise her

noktada sureklidir[32].

Teorem 2.25 T : V — W lineer operatérinin D(T) Uzerinde sinirli olmasi icin gerek

ve yeter sart D (T) Uzerinde sirekli olmasidir[32].

2.4 Olgii Kavrami ve Lebesgue integrallenebilme
Tanim 2.26 Bir X kiimesinin altkiimelerinin Y, sinifi,

i XeY;
i. SEY = X\SeY;
iii. S, €Y ,n=12,.. = Uy_;S, €X

dzelliklerini saghyorsa )., ‘ya bir o-cebir (veya o-cisim) denir. Bir S € ). kimesine
oOlgllebilirdir denir. (X, ))) ikilisine olgllebilir uzay, ). ‘daki her kiimeye ise Y -6lcllebilir

kiime veya dl¢ilebilir kiime denir.Bu tanimin bir sonucu olarak @ € Y, ‘dir[33].
Ornek 2.27 X bir kiime olmak tizere Y, = {@, X} sinifi, X lizerinde bir o-cebirdir.

Ornek 228 X =N , A = {6,{1,3,5,...2n— 1,...},{2,4,6,...,2n, ...}, N} olsun. A, N

Uzerinde bir o-cebirdir.
Teorem 2.29 Y. sayilabilir kesisim altinda kapahdir[34].

Tanim 2.30 X bir kiime ve ), , X ‘in altkiimelerinin bir o-cebiri olmak tizere, pu: Y, -

R, tanimlanmig olsun. Eger u fonksiyonu,
(i) u(@) =0,
(i) VA€ Y icinu(4) = 0,

(iii) S; € Y. ,j = 1,2,..., ikiser ikiser ayrik kiimeler iken

[oe] o]

K USJ Z:“(S)

j=

12



sartlarini sagliyorsa u fonksiyonuna bir élgciim ve (X, ), u) Ucllsine bir 6l uzayi denir.
v S e icin u(S) < o ise u fonksiyonuna sonlu &l denir. X kiimesi her biri sonlu
Olcliye sahip sayilabilir kiimelerin birlesimi olarak yazilabiliyorsa u 6lglsi o-sonludur

denir[33,34].

Teorem 2.31 (X,), u) bir 6lct uzayi ve A,B € ), olsun. Eger A c B ise u(A) < u(B)
‘dir. u(A) < wise

u(B\A) = u(B) — u(A)
yazilabilir.

Teorem 2.32 (X,), u) bir 6lgu uzayi ve (S,)), Y. ‘va ait kimelerin herhangi bir dizisi

olmak lizere,

2 <O Sk> < i 1(Sy)

k=1
esitsizligi saglanir.

Tanim 2.33 X bir kime ve P(X), X’in kuvvet kimesi olmak Uzere; u*: P(X) - R, U
{oo} olarak tanimlanan genigletilmis reel degerli bir u* fonksiyonu,

(i) w(@) =0

(i) vSe P(X),u'(5) =0

(i) Ac Bc X = u"(4A) < u(B)

(ivivn eN,S, € P(X) = p (U1 Sk) < 2r- 1™ (Sy)

sartlarini saglarsa u* fonksiyonuna X Uzerinde bir dis 6l¢u denir[35].

Tanimlardan anlasilacagi gibi ol¢linlin dis 6l¢li veya dis 6l¢liniin 6l¢cl olmasi gerekmez.
Bir olglniin dis ©lgl olabilmesi icin tanim kimesinin kuvvet kimesi olmasi

gerekmektedir.

Ornek 2.34 X kiimesinin P(X) kuvvetler kiimesi {izerinde tanimlanan

0, S=0
1

u*(S)={' S+0

fonksiyonu bir 6l¢li olmayip bir dis ol¢ldur.

13



Tanim 2.35 A c R, (I,) R‘nin simirl ve agik alt araliklaninin bir dizisi ve €(I}), I,

araliginin uzunlugu olmak Uzere,

A*(A)=inf{ e(,): I, e Ac I}
; k) g Uk

k=1

seklinde tanimlanan A* bir dis olciidir. Ozel olarak Lebesgue dis 6lciisii olarak

adlandinlir. Lebesgue 6lgusi R ‘nin alt araligina, onun uzunlugunu karsilik getirir. Yani
A (D)= 1)
dir[35].

Sonug 2.36 Herhangi bir A c R icin 2*(4) = 0 ‘dir.A sayilabilir bir kime ise 1*(A4)=0
‘dir[36].

Tanim 2.37 Eger A € P(}) kimesi V S € P(}) igcin,

27(S) = A (SN A) + 1°(S\A)

oluyorsa, A kiimesine Lebesgue olclilebilir kiime denir[37].

Bir Q c R™ bolgesinin Lebesgue dlcimini || ile gosterilir ve dlgulebilir kime olarak
adlandirilir. Eger Bc Ac R"™ ve |B| =0 ise, A— B kimesinin her noktasinda
saglanan bir 6zellik A kiimesinde hemen hemen her (h.h.h.) yerde gecerli bir 6zellik

adini alir.

Tanim 2.38 Olgilebilir bir kiime tzerinde tanimli ve R U {£c0} kiimesinden degerlerini

alan bir f fonksiyonu verilsin. Eger her a € Rigin
{x:f(x)>a}

kiimesi Ol¢ulebilirise f fonksiyonuna 6lgilebilir fonksiyon denir.

Teorem 2.39 f: A — R fonksiyonu icin asagidaki ifadeler birbirine denktir[38].
(i) Va e Rigin{fx €A : f(x) > a}
(ii) Va e Ricin{fx €A : f(x) < a}

(iii) VaeRigin{x€eAd: f(x) <a}
(iv) Va€eRigin{fxeA: f(x)=a}
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Tanim 2.40 Bir A kiimesi igin;

1, X€EA
XA("):{O xe&A

)

fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir. A olgulebilir ise  y,(x)

Olgllebilir fonksiyondur.

Tanim 2.41 f fonksiyonu olgulebilir ve reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f

fonksiyonunu her ikisi de 6l¢ulebilir ve negatif olmayan

f* = max(f,0)
f~ = —min(f, 0)
fonksiyonlar cinsinden f = f* — f~ seklinde yazabilir. fnf+(x)dx ve fﬂf_(x)dx

integrallerinden en az biri sonlu olmak Ulzere

[reae= [ Fra- [ @
Q

Q Q

olarak tanimlansin. Eger her iki integral de sonlu ise, f fonksiyonuna () bodlgesinde
Lebesgue integrallenebilirdir denir. Q0 bélgesinde integrallenebilir fonksiyonlarin sinifi

L1(Q) ile gosterilir.

2.5 Lebesgue Uzayi

Tanim 2.42 (X,),, 1) bir 6lgti uzayive 1 < p < 0 igin Q € X = R™de tanimh ve

f F GO Pdx < oo
Q

ozelligine sahip tum Olgllebilir f:Q — R fonksiyonlar sinifina, p.mertebeden
Lebesgue-integrallenebilir uzayr veya kisaca Lebesgue uzayr denir ve LP(Q) ile

gosterilir.

Teorem 2.43 (Young Esitsizligi)
1<p,q <o, %+ % = 1ve Va,b > 0 icin asagidaki esitsizlik saglanir.

aP b1
ab < —+—
p q

15



Teorem 2.44 p > 1vea,b € Rigin,
la + b|P < 2P~ 1(Jal? + |b|P)
esitsizligi saglanir.

Teorem 2.45p > 1vea,b € Rigin,
(lalP~2a = |bIP~?b)(a—b) 2 0
olur.

Teorem 2.46 (Holder Esitsizligi)

1<pqg< 00,%+%= lvefel,ge€ljisef-ge€Lolurve
[irmgetar < i, ol
Q

esitsizligi saglanir.
Teorem 2.47 (Minkowski Esitsizligi)
1<p<oiginf,g €L,iken f + g € L, olurve

If+gll, <lfll, +llgll,

esitsizligi saglanir.

Eger Holder esitsizligi ve Lebesgue integralinin ozellikleri ele alinirsa; f € LP(Q) ve

c € Ciken cf € LP (Q) oldugu aciktir. f,g € LP (Q) igin

lf () + 9P < (fF Ol + 1gDP < 2P(IfF (O IP + g () P)
oldugundan f + g € LP(Q) yazlabilir. Bu islemlerle birlikte LP (Q) bir vektor uzaydir.

Tanim 2.48 1 < p < o olmak lzere LP (Q) uzayi,

1/p
||f||Lp(n) = Ifll, = <J|f(X)|pdx>
Q

normu ile tanimlanir. ||f|,, ifadesine f fonksiyonunun L., —normu denir.
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Tanimdan [|f]l,, = 0 ’dur.

IfIl, = 0ise h.h.h. f(x) = 0 “dir.
llafll, = lallifll, ,a €C

IF + gll, < IFIL, +lgll,

oldugundan L, normlu uzaydir.

Teorem 2.49 LP(Q) bir Banach uzayidir.

Tanim 2.50 ) bolgesinde olgilebilir bir f fonksiyonu icin hemen hemen her yerde
|f(x)| < K olacak sekilde bir K sabiti varsa, f fonksiyonuna h.h.h. yerde sinirlidir
denir. Boyle K sabitlerinin en buyik alt sininna da |f| ‘nin Q bolgesindeki esas

(essential) supremumu denir ve

ess sup|f (x)| = inf{K: |f(x)| < K h.h.h x € O}
XEQ

ile gosterilir.  bolgesinde h.h.h. yerde sinirli f fonksiyonlariyla tanimlanan uzay L”(Q)

ile gosterilir.
Teorem 2.51 L () uzayi

Ifll, = ess Slelglf(X)I

normu ile bir Banach uzayidir.

Tanim 2.52 (f,,) ve f fonksiyonlan L, uzayinin elemanlar olmak lzere; f, = f, p.
mertebeden yakinsaktir & Ve > 0 ve Vn > n, icin||f,, — fllp < ¢ olacak sekilde en az

bir n, (¢) € N sayisi vardir. Bu yakinsaklik cesidine L.;de yakinsaklik denir.

2.5.1 Agirlikh Lebesgue Uzayi

Tanim 2.53 w fonksiyonu h.h.h x € R™ icin w(x) > 0 olacak sekilde R™ ‘de lokal

integrallenebilir olsun. Bu durumda w fonksiyonuna bir agirlik fonksiyonu denir. Ozel

olarak x € Q ¢ R" igin d(x) =inf,c5qlx —y| ve a reel bir sayi olmak Uzere

w(x) = (d(x))a agirlik fonksiyonuna kuvvet tipli agirlik fonksiyonu denir.

17



Tanim 2.54 w bir agirlik fonksiyonu ve Q, R™ ‘de agik bir bolge olsun. Bu halde Q

bolgesinde

(flf(X)I”wdx> <
Q

olacak sekilde olcilebilir fonksiyonlarin kiimesine agirlikli Lebesgue uzayr denir ve

L2, (Q) ile gosterilir.

Teorem 2.55 Agirlikli Lebesgue uzayi

1/p
Wfll,,w = <j|f(x)|pwdx> < oo
Q

normu ile bir Banach uzayidir.

2.6 Sobolev uzayi

Tanim 2.56 Q, R™ ‘de bir bolge ve 1 < p < o olmak lzere, Q bolgesinin her kompakt
alt kimesinde p. kuvveti integrallenebilen, o&lgilebilir bltiin fonksiyonlarin uzayi

LY _(Q) ile gosterilir.

Tanim 2.57 u € Lj,.(Q) ve a ¢oklu indisi verilsin. Her ¢ € Cg°(Q) igin

(—1)|a|qua<p dx=f<pv dx
a Q

esitligi saglanirsa, v € Llloc(ﬂ) fonksiyonuna u fonksiyonunun a. zayif tiirevi denir. Bu
durumda v fonksiyonu, u fonksiyonunun genellesmis tlrevi olarak da adlandirilir ve

v = D%u seklinde yazilr.
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Ornek 2.58 |x| fonksiyonun O noktasinda adi anlamda tiirevi yoktur, fakat bu noktada

zayif turevi mevcuttur; @ € C5° () olmak tzere

[e's) 0 [e's)
(-1) flxl @' (x)dx = fxgo’(x)dx— f x @' (x)dx
—00 — 00 0
0 [e)
=xp(x)|°, — f @ (X)dx — xp(x)|7 +f @ (x)dx
—0 0
0 oo
=0- f <p(x)dx—0+J @ (x)dx
— 00 0
1 , x>0
Buradan, v = {_1 o x<0 bulunur.

Tanim 259 Q , R™ ’de bir bolge, m negatif olmayan herhangi bir tamsayl ve

1 < p < o olmak uzere,

WmP(Q) = {u € LP(Q): D*u € LP(Q),0 < |a|] < m}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev Uzayi denir. W™P (Q)) uzay

1/p
||u||m,p,Q = ||u||m,p = ( Z ||Dau||g> ;1< p<o

0<lalsm

”u“m,oo,ﬂ = ”u”m,oo = max ”Dau”oo ;1 < 1% <
o<lalsm

normlari ile bir Banach uzayidir.

W™P () uzayinda, Cg°(£2) uzayinin kapanisi W;"? (Q) ile gésterilir.

2.6.1 Agirlikh Sobolev uzayi

Tanim 2.60 Benzer olarak agirlikli Sobolev uzayi, m herhangi bir pozitif tamsayi ve

1 < p < o olmak lzere,

WP (Q) = {u € LP,(Q): D*u € L¥,(Q),0 < |a| <m}

seklinde tanimlanir.
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2.7 OnemliTeoremler
Teorem 2.61 (Lebesgue Monoton Yakinsaklik Teoremi)

(X, Y, ) bir 6lgii uzayi, S € Y. ve {f,,} fonksiyon dizisi 0 < f; (x) < f,(x) < --- olacak

sekilde olgllebilir fonksiyonlarin bir dizisi olmak Uzere,

lim | f,du = J. lim £, du
n—oo S n—-oco
s

dir.
Teorem 2.62 (Fatou Lemma)

(X, X, ) bir olcu uzayl, S € ), ve {f,} negatif olmayan &lcilebilir fonksiyonlarin bir

dizisi olsun. Bu durumda

j lim inf f,, du < lim infjfn du
n—-oo n—- oo
s s

dir.
Teorem 2.63 (Lebesgue Temel Yakinsaklik Teoremi)

(X, Y, ) bir 6l¢li uzayi, S € ), ve {f,,} olculebilir fonksiyonlarin bir dizisi ve x € S igin
lim f,,(x) = f(x) olsun. n=1,2,3,...ve x €S i¢in |f,(x)| < g(x) olacak sekilde S
n—oo

tzerinde g(x) € L,(X) fonksiyonu varsa,

im | fodoe = [ fo
S

S

Teorem 2.64 (Luzin Teoremi)

Q c R" olgulebilir bolge ve f fonksiyonu £ Gzerinde h.h.h. yerde tanimlanmis olsun.
Bu durumda f’nin Q ‘da 6lgllebilir olmasi icin gerek ve yeter sart her £ > 0 igin f'nin
Q — M’ye kisitlamasi Q — M’de surekli olacak sekilde (M) < € olan bir M c Q acik

kiimesinin bulunmasidir.
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BOLUM 3

DEGISKEN USTLU LEBESGUE UZAYIVE HARDY OPERATORU

3.1 Modiiler ve Orlicz Uzayi

Tanim 3.1 X bir reel vektor uzayl olmak lizere; p: X — [0,0] fonksiyoneli, V x,y € X
icin

(i) px) =0 ®x=0

(i) p(x) = p(—x)

(iiya, p = 0,a + B = Lligin p(ax + By) < p(x) + p(y)
ozelliklerini saghyorsa, p’ya X Uzerinde bir modiler denir.
Eger (iii) ozelligi yerine a, f = 0, + = 1ligin
p(ax + By) < ap(x) + Bp(y)
ozelligi saglaniyorsa p’ya X uzerinde bir konveks modiiler denir.
Ornek 3.2 X = L, ([a, b]) alinirsa, p(x) = fflx(t)lpdt
fonksiyoneli L, ‘de konveks modiilerdir.

Tanim 3.3 X bir reel vektor uzayi olmak Uizere, p fonksiyoneli X lzerinde modiiler ise

X, ={x EX:}li_r)r(l)p(/lx) = 0}

uzayina modiler uzay denir. Xp modiler uzayi X vektor uzayinin bir alt vektor uzayidir.
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Tanim 3.4 X bir reel vektor uzay ve p fonksiyoneli X tzerinde konveks modiiler olsun.

Xp Uzerinde,

Ifll, = inf{/l > O:p<§> < 1}

normu tanimlanabilir. Bu norm 6zel olarak Luxemburg normu olarak adlandirilir.
Tanim 3.5 Q, R" ‘de dl¢ilebilir bir bélge olsun. Eger ¢: Q X [0, ) - R fonksiyonu
(i) vt € Qigin @(t,u) azalmayan bir fonksiyon,
(ii) (t,0) = 0,u > Oigin @(t,u) > 0 ve lim, _,, @(t,u) = oo,
(iii) Vu = Oicin @(t,w) dlcilebilir bir fonksiyon
kosullarini saglarsa, ¢ fonksiyona, ® sinifina aittir denir.
Tanim 3.6 ¢ fonksiyonu @ sinifina ait ise, Vx € X icin @(t, |x(t)]) fonksiyonu

Olgllebilirdir ve

p(x) = j ot Ix(©)D) dt

Q

ifadesi X ‘de p modiileri tamimlar. @(t,u) fonksiyonu her t € Q igin u ‘nun konveks

fonksiyonu ise p, X ‘de konveks modiilerdir.

X, = {x € X:)llirgl+f¢(t,llx(t)|) dt = 0}
Q

moduler uzayina genellestirilmis Orlicz uzayl veya Musielak-Orlicz uzayi denir ve L? ile

gosterilir.
LY = {x €X: f o(t, Alx(D)]) dt < oo}
Q

kiimesine genellestirilmis Orlicz sinifi denir.
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3.2 Degisken Ustlii Lebesgue Uzayi

Tanim 3.7 Q, R" ’de olcilebilir bir kime, |Q] >0 ve P, Q ‘da taniml 6lgulebilir

fonksiyonlarin kiimesi olsun. p € P ve Vx € Q,s = 0 igin,

o(x,s) = sp(®)

olarak tanimlanan ¢: Q X [0,0) — R fonksiyonu
(i) vx € Qicin ¢(x,):[0,0) - R azalmayan surekli bir fonksiyon,
(ii) (x,0) =0, s > 0igin @ (x,s) > 0ve lim,_,, p(x,5) = oo,
(iii) Vs = O igin (-,s) € P

kosullarini sagladigindan @ sinifina aittir ve @(x,s) fonksiyonu Vx € Q igin konveks

fonksiyon olur. Buradan f € P fonksiyonu igin

p: P - [0,00]

() = Py () = f o(x, If]) dx = f £ dx
Q

o
fonksiyonu tanimlansin. p fonksiyonu Vf, g € P ve Va,B > 0,a + 8 = 1 igin;
() p(f) =0 & f=0
(ii) p(f) = p(=f)
(iii) p(af + Bg) < ap(f) + Bp(9)

ozelliklerini sagladigindan P Uzerinde konveks modulerdir. F, =Lp(X)(Q) moduler

uzayl
rO@={fep: lim pQf) =0}

genellestirilmis Orlicz uzayinin bir 6zel ¢esididir ve P kiimesinin lineer alt uzayidir.
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Tanim 3.8 (, R" ’de acgik bir bolge olmak tzere; p(x):Q — [1, ) élgllebilir

fonksiyon ve
p~:= ess inf p(x)
xX€EQ

p* = ess sup p(x)

X€EQ

olarak tanimlansin, burada 1 < p~ < p* < oo ‘dur. Bu durumda

PO(Q) = [f EP: f If ()PP dx < oo}
Q

seklinde tanimlanan uzaya Degisken Ustlii Lebesgue Uzayi, p(-) fonksiyonuna ise
degisken (st denir. Bu calisma siiresince aksi belirtiimedikce 1 < p~ < p(x) <p* <

kabul edilecektir.

p’nin sabit olmasi durumunda degisken Ustlii Lebesgue uzayi, klasik Lebesgue uzayina

donasr.

Tanim 3.9 L5 (Q) uzay,
L3(0) = {f € L(0): ess inff(x) 2 1}

seklinde tanimlanir.

p € L% (Q) ise modiiler fonksiyonun ozelliklerine ek olarak asagidaki 6zellikler saglanir.
() p(f+9) <27 (p(f) + p(9))
(i) f € LP™@(Q) icin eger 1 > 1ise,
p(f) < Ap(f) < 27" p(f) < p(Af) < 27" p(f)
veeger0 < A < lise,
P p(f) < pQAf) < 2 p(f) < 2p(f) < p(f)

elde edilir.

(iii)Eger h.h.h. x €Q icin [f(X)| <|g(x)|ve p(f) < ise p(f) <p(g)ve
If] # |g| icin kesin esitsizlik vardir.
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(iv) f € L@ (Q)\{0}icin, p(Af) fonksiyonu A’ya gore siirekli, konveks gift

fonksiyondur. Ayrica A € [0, o) igin artandir.

p modiileri konveks oldugundan LP™) (Q) tizerinde
W0 = Ifll, 0y = inf{/l >0:p (ﬁ—c) < 1} Liksemburg normu tanimlanabilir.

Teorem 3.10 LP(™® (Q) uzayi, ||f||p(.) normu ile tamdir, yani Banach uzaydir[40].

ispat O, = {x € Q:p(x) =1} ve Q, = {x € Q: p(x) = o} ve

o, x € )y

p'(x) = 1, x €0, ve pp(f) = fﬂ_ﬂ If(x)lp(")dx+ess supl|f (x)|
, diger *

olsun. f, € Lp(')(Q) bir Cauchy dizisi ve € > 0 olsun. Bu durumda Cauchy dizisinin

tanimindan m,n > n, olacak sekilde dyle n, € N vardir ki p,/(g) <1 olan her g

fonksiyonu igin

f 1o GO = £, (O Nlg (O ldx < & (3.1)
Q

olur.  kiimesi sonlu 6l¢imld, ikili ayrnk G, altkimelerine parcalansin. k € N icin;
g =1+ |Gk|)_1){(;k

olacak sekilde g, fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda

b (g) < J(1 116D Pdx+ (1+16,) < 1
Gy

olur. (3.1) denkleminde g fonksiyonu yerine g, fonksiyonu yazilirsa, m,n >n, ve

k € N olmak uzere

f|fm(x)— £.00ldx < e(1+ 16, )
G
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elde edilir. Bu ise (f,,)'nin Cauchy dizisi ve her bir L*(G,,) igin yakinsak oldugu anlamina
gelir. Timevarimla h.h.h. x € G,k € N igin f¥(x) > f*(x) olacak sekilde (fnk(x)) alt

dizisi ve f*(x) € L1(G,) fonksiyonlar elde edilir. Buradan, h.h.h. x € Q igin

G0 = ) FE 0, ()
k=1

olur. f,, yerine fn(lm) yazilarak ve Fatou teoremi kullanilarak her n, € N ve p,/(g) <1

kosulunu saglayan her g igin

[1r = fu@llgldx < sup [ 7700 - £,60|lg@ldx < &
Q Q

elde edilir. Dolayisiyla ||f — f, I,y < € olur.

Teorem 3.11 f,g €LP@(Q) ve hhh. |f(x)] <lg(x)| iken N,y < llgll,y ey
yazilabilir. ||f|l,y < C; olmasi igin gerek ve yeter sart p(f) < C, olmasidir. Burada %
2

alttan ve Ustten p’ye bagh bir sabitle sinirlidir[40].

Teorem 3.12 f € LP™(Q)\{0} olsun. £,y = « olmasi igin gerek ve yeter sart
p (i) = 1 olmasidir[39],[40] .

Teorem 3.13 f € P (Q) olmak iizere ||f||p(_) normuyla p(f) modleri arasindaki
iliski;

+
17005 < PG < 11500 Ifllpogy <1

- +
117005 < PG < 1A% 0G0 IFllpogs > 1

olarak verilir [39],[40],[41],[42],[43]. Bu esitsizlikler modiiler ve norm arasinda gegis

yapilmasina olanak saglar.
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Teorem3.14 f € PO Q) ve k = 1,2, ...icin (fr) € LP™) (Q) olmak iizere;
(i) lim o, p(fe = f) = 0

(iii) (fx), Q bolgesinde f fonksiyonuna yakinsar ve

lim p(£) = p(f)

yazilabilir[39],[40][42],[43].

Teorem 3.15 () bolgesinde tanimh tim sinirh Olglilebilir fonksiyonlarin kimesi

(LP@ (), Il () ) uzayinda yogundur [39],[40].

Teorem 3.16 p € P N L* () olmak tizere, C(Q) N LP™) (Q) kiimesi LP ¥ (Q) uzayinda
yogundur. Eger Q c R™ bolgesi acik ise, C,°() uzayi LPX(Q) uzayinda
yogundur[39],[40].

ispat f € LPX)(Q) ve € > 0 olsun. Teorem 3.15’den IIf — gllp(x) < ¢ olacak sekilde

sinirh gELp(X)(Q) fonksiyonu vardir. Luzin teoremi geregi her x € Q\U ve

Ul < min {1,(55=)} icin,

2llglleo

g(x) = h(x) ve suplh(x)| = supgy lg()| < llglle

olacak sekilde bir h € C () fonksiyonu ve U kiimesi vardir. Buradan,

—h 2 p*
) g < max 1, gl Wl <1,
P\ ¢ €

yani [lg — hll, i < €olur lIf — gll, i < €ile birlikte, ||f — hll ¢,y < 2¢ elde edilir.

Q c R" bélgesi agik olsun. p € L”(Q), C;°(Q) € L*(Q) ve p, (S) < oo oldugundan
Oy (h%) < 1olacak sekilde sinirli agik G < Q kiimesi vardir, yani [|h — hyll,) < ¢

olur.
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m, supglh(x) —m(x)| < e min{1,|G|~*} kosulunu saglayan bir polinom olsun. Bu

durumda

< min{1,|G|"1} < 1

(h)(c - mXG)
Pp

yani,

olur. |lhxs — mygll, ) < € esitsizliginin benzer disiincesiyle, yeterince kiiglk pozitif

a sayisi igin ||m)(G —myy || - < ¢ esitsizligini saglayan K, = {x € G:dist(x,0G) >
a p(x

a} kompakt kimesi elde edilir. Her x € G i¢in 0 < @(x) < 1 ve x € K, igin p(x) =1
olacak sekilde bir ¢ € C°(G) alarak,

lImxs — moll, o < [lmxs — mxg, ”p(x) s¢€

elde edilir. Buradan, |If — hll, ) < 2¢ ve |lhx; — my;ll, ) < € oldugu gdz 6niinde

bulundurulursa |[f — m<p||p(x) < 4¢ elde edilir. Dolayisiyla mg € C;°(Q) olur.

Tanim 3.17 p(-) degisken list ve é = 0 olmak lizere, p’(*) degisken Usty;

1 1

OGO

seklinde tanimlanir. p'(x) ‘e p(x) ‘in dual degisken Usti denir.

Teorem 3.18 Eger p* < oo ise LP ™) (Q) uzayi aynilabilirdir. Eger 1 < p~ ve p* < o ise

o zaman LP™ (Q) uzayi refleksiv uzay olur[39],[40],[44].
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3.3 Degisken Ustlii Sobolev Uzayi

Tanim 3.19 , R" ‘de bir bolge ve m negatif olmayan herhangi bir tamsayi olsun.
la] <m o6zellikli her a —c¢oklu indisi icin Q bélgesinde tanimli DauEL”(")(Q)

seklindeki tim u fonksiyonlarinin sinifina degisken Ustlii Sobolev Uzayi denir ve

wmP® Q) = {u e LPX(Q): Du € LPP(Q),lal < m}
olarak gosterilir. Bu uzayda tanimlanan norm

el om0y = Ml = - 1Dgtly

lalsm

seklinde gésterilir. Bu norm altinda W™?™ (Q) uzayi Banach uzayi olur. m =0

durumunda WoP® () = 1P (Q) oldugu aciktir.
Cy° () uzayinin, w12 (Q) uzayindaki kapanisi Wom'p(x) (Q) uzayi olur.

Teorem 3.20 Eger 1<p~ ve pt <oo ise WmPX(Q) ve Wom'p(x)(ﬂ) uzaylari

ayrilabilir ve refleksiv Banach uzaylandir [40],[44].

3.4 Hardy Operatorii i¢in Degisken Ustlii Lebesgue Uzaylarinda Bazi Sonuglar

p: R™ = R olgllebilir fonksiyon olmak Uzere;

p* = sup p(x)

x€R™

= inf p(x)

x€R™

olarak tanimlayalm. R"™ ‘de 0<p~ <p(x) < p* < oo kosulunu saglayan p(x)
olgulebilir fonksiyonlarinin olusturdugu kiime P ve f:R™ — R olgulebilir fonksiyonlar

olsun. I, () = f]RnIf(x)Ip(x)dx moddler olmak tzere p(x)- normu

. f i
I 1lp© @y = ‘“f{A > 0:1, (Z) = 1}‘ p~=1

olarak tanimlayalim.

v(x) ve w(x)agirlik fonksiyonlart R™de h.h.h. yerde negatif olmayan sonlu degere

sahip oOlgulebilir fonksiyonlar olsun. Bu agirlik fonksiyonlari igin her a > 0 iken;
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o= W(x)_l’(xlj‘1 € LY(B(0,@)),
v(x) € LY(R™\B(0,a))

kabul edelim.

V(x) = f v(y)dy
[y]>1x]

W(x) = f o(y)dy
lyl <|x|

Gosterimlerini tanimlayalim. Burada V(x) ve W (x) sadece |x| ‘e baghdir. Bu nedenle
bu fonksiyonlar icin sirasiyla V(|x|), W (|x|) gosterimlerini kullanilacagiz. Burada iiste
konulan ~ semboll fonksiyonun tek degiskene bagl oldugunu gostermektedir. Bu

fonksiyonlar icin

7(0) = oo, W () = o
oldugunu varsayalm.0 < m < 1 igin;
wWm)<1 Vim)>1

ve ayrica M > 1 igin;

WM)>1, V(M) <1 olsun.

f:R™ = R olgulebilir fonksiyonlar olmak tzere;

If(0)eER: Elignlf(x) f(O)Ian(lxDSC

kosulunu saglayan fonksiyonlarin sinifini A ile,

3f (o) ER: Sup |f(x) — f (o0 )lan(l I)_

kosulunu saglayan fonksiyonlarin sinifini A, ile gosterelim.
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Bundan sonra kullanilacak olan C pozitif sabitleri (C,C;, C,,Cs, ... gibi), sadece
n,m,M,p*,p",q%,q,Cy,C,,V(m),V(M),W(m),W (M) sabitlerine bagli

olacaklardir.

Literatlr ozetinde Hardy esitsizligi icin verilen kosullar, giinimiizde A. Gogatishvili, A.
Kufner, L. E. Persson ve A. Wedestig tarafindan asagidaki gibi kapsanmistir[25].

1
1<p<q<oo ve s poztif olmak tGzere v,w agirlik fonksiyonlari ve o =w pO-1

fonksiyonu (0,00) araliginda lokal integrallenebilir olsun. O halde asagidaki kosullar

birbirine denktir.

11
B, = sup V()W (x)?'

xe(0,00)
1
B, = sup fv(t)W(t)<7_s>th W(x)*s
xe(0,00) J
1
x 4 , ;’
B, = sup J cov®a@ at| v
x€e(0,00) i
x " aq
xe (0,00
1
o) 1 , 5"
Bs = s(up) ja(t)V(t)(EJrS)p dt | V(x)~*
x€e (0,00

X

C.f(x) < g(x) <C*f(x) olacak sekilde C, ve C* pozitif sabitleri varsa f(x)~g(x)
gosterimi  kullanihr.  Yukandaki kosullar i¢in kisaca B;~B,~B;~B,~B¢ olarak

yazilabilir[26].
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Yardimci Teorem 3.21
i.s €PN A,y ve |x|] <m olsun. O halde;

e W (x)S@ < W(x)S® < e (x)5©@

ii.s €EPNA, ve|x| =M olsun. O Halde;

e 2W (%)) < W (x)S™ < eC2W (x)5()

esitsizlileri saglanir.
Teorem3.22 p,q € A, N A, NP olsun. f(x) > 0 dlgulebilir fonksiyon ve p~™ > 1,

q(0) = p(0), g(0) = p(c0) olsun. O halde asagidaki kosullar birbirine denktir.

vﬁHf(x) Wﬁf(x) “

<|

(i)
14O(R™) PO(RM)

olacak sekilde C pozitif sabiti vardir.
(ii) Her f igin
1

q(0) ﬁ _ ey
(fB(O,m) (fy1e fIY) v(x)dx) < Cs ([, gy FOP@ 01 PO dx )7

ve

1
q(0) q(0)

f()dy v(x)dx

lx|>M \M<|y|l<l|x|
1
p(0)
< Cq f £ (x)P(@ g1-P(0) gy

lx|>M
olacak sekilde Cs, C¢ pozitif sabitleri vardir.
(i)

1 1
sup V()@ -W(t)»'©® < C, <
o<t<m

ve
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1 1

sup V()30 - W ()r'(®) < €y < o0
t>M

olacak sekilde t degiskeninden bagimsiz C,,Cg pozitif sabitleri vardir.

(i)
1 1

7 (x)20) . W (x)P () < Cg <o0; x€R"

olacak sekilde x'e bagl olmayan C, pozitif sabiti vardir.[45]

Yukaridaki teoremde; agirlik fonksiyonlarini 6zel olarak

n

n

olarak secilirse q(0) = p(0), q(o0) = p(0) kosullar yerine q(x) = p(x) alinabilir
[60].

Teorem 3.23 —oco < 8 < o0 ve p: (0,1) - (1,) fonksiyonu £ > 0 olmak tizere (0, ¢)
araliginda, azalan olgllebilir fonksiyon olsun. Ayica ,Bsupte(o’l)p’(t) <1 olsun. O

halde

PO H ]| < [« V7]

1% (0,1) Lp(')(O,l)

esitsizligi her dlgulebilir pozitif f fonksiyonu igin saglanir[46].

Teorem 3.24 p:(0,1) - [1,0) ve B:(0,1) » (—o,0) &lgulebilir fonksiyonlar ve
ﬁ—ﬁ(.) fonksiyonu (0,1) araliginda pozitif ve artan olsun. O halde asagidaki

kosullar birbirine denktir.
(i) Pozitif olgllebilir her f fonksiyonu igin

PO ]| CllxfO1,

<
Y00 = OV

olacak sekilde € > 0 sabiti vardir.
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(ii) 0 < a < 1igin;

1

1
j e )+B(x)d_ <c o @P@

X
a

saglanir.

——+pB(x)+e

(iii) x P’(x) fonksiyonu azalan olacak sekilde £ > 0 vardir.

(iv)0 < a< 1igin

jlp()ﬁ(a) PO _x<C
saglanir.
(iii)0 < a < 1igin
1
ﬁ(a)—m

“xﬁ(')_l)(a,l(' ) ||Lp Vo) =Ce
saglanir[46].

35 L[PW Uzayinda Hardy Operatoriiniin Sinirhligi ile ilgili Ornekler

Q c R" aglk bolge olmak lizere p fonksiyonu, Q Uizerinde 6lgilebilir fonksiyon olsun ve

A sinifini; f: R™ = R olgllebilir,

e 3me (03), 3f(0) ER, sup,ep(om|f ()= F(O)]In = < oo

e IM>1, 3f(0) ER, SUP yery\B(0,M) |f(x) — f(o)|In|x| < o

kosullarini saglayan fonksiyonlar sinifi olarak tanimlayalim.
q(x) = p(x) ve B(x) fonksiyonlari, A sinifindan 6lgiilebilir fonksiyonlar ve

0<p <plx), gqx)<qg <o, —0<B " <PE)<P'<»

ozelliklerini saglansinlar. O halde her f pozitif 6lgllebilir fonksiyonu igin
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n n

B0
O gy < Cl[1x P9 £l oo gy

esitsizligi saglanir ancak ve ancak

p(0)>1, p(o)>1, ﬁm><n( <m) ﬁWﬂ<’%1‘7%Q

dir. Benzer sonug¢ Hardy operatériniin eslenigi Hf = f(y)dy iginde verilebilir,

flyl>|xl

Bu durumda gerek ve yeter kosul

PO>1  pe)>1 O >n(1- (0)) ﬁ(°°)>”<1_%>

olarak degisir. Eger alinan fonksiyonlar A sinifinin disindan olursa

02170, < €l

Lp()(Rn) Lp ()(Rn)

esitligini saglamayacak f;, dizi ve p, f fonksiyonlar vardir[47].

Teorem 3.25 B € R bir fonksiyon ve p:(0,l) - [1,0) fonksiyonu (0,€) arahiginda

artan olsun. Ayrica,p~ > 1ve f(0) < 1 — (—) igin lim,_, p(x) =p(0) olsun. O halde

0<x<§iken

lp(2x) — p(x)lln% <C

olacak sekilde bir C sabiti bulanabiliyorsa

1129~ H ]| < ClIxlPO]

L”()(o D~ PO (o,0)

esitsizligi saglanir[48].

Teorem 3.26 p € R, ve B:(0,l) > [—,0) fonksiyonu (0,€) araliginda artan olsun.

Ayricap™ > 1ve B(0) <1 —p(l—o) icin lim,_,, B(x) =B(0) olsun. O halde 0 <x < %

iken

WQM—ﬁ&Nm%sc
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olacak sekilde bir C sabiti bulanabiliyorsa

1O E]), CllixtPOf|

<
p()(o,l) —_ Lp() (O,l)

esitsizligi saglanir[48].

Yukaridaki iki teoremden anlasilacagi gibi p ve f fonksiyonlari igin
1 1
l9(x) —g(@In—< ¢, 0<x<3

logaritmik streklilik kosulu

Ty IR (MY

<
LPO(o,l) - PO (o)

denkleminin saglanmasi i¢in 6nemlidir.

Teorem 3.27 B € R ve n € N olmak tzere §,, =4™" olsun. § <1 —ﬁ ,

1<p

kosullarini saglayan,
lim,, _, [P(8,) = p(0)|In- = oo

ozelliginde bir {f, } fonksiyon dizisi ve p: (0,1) - [1,00) fonksiyonu bulunabilir dyle ki

”lxlBO_le”Lp(')(O,l) < C|||x|B(')f||Lp(_)(0'l) esitsizligi saglanmaz.

Teorem 3.28 p > 1 ven € N olmak lizere §,, = 47" olsun. f <1 —% iken

lim,, _, |B(8,) = B(0)|In - = oo
ozelliginde B:(0,1) = [—o0,00) fonksiyonu ve bir {f,,} fonksiyon dizisi vardir dyle ki

|1 2O-1HF|| < c||IxI*Of|

LP (')(O,I) PO (o)

esitligi saglanmaz[48].
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BOLUM 4

VARYASYONEL YAKLASIM

Bu bolimde tanimlanan her X Banach uzayi, ayrilabilir ve refleksiv Banach uzayidir.

4.1 Temel ifadeler

Tanim 4.1 X bir Banach uzay ve ® € C*(X,R) sinifinda bir fonksiyonel olsun. Her

v € X igin;
<®'(u),v>=0
esitligini saglayan her bir u € X elemanina ®’nin kritik noktasi denir.

Tanim 4.2 X bir Banach uzay ve ®:X — R tanimh bir fonksiyonel olmak lizere, her

u € X igin;

®(v) < ®(u)

olacak sekilde bir v € X bulunabiliyorsa, bu v fonksiyonuna @ fonksiyonelinin bir
minumumu veya minimize edicisi denir, inf, ., ®(u) = ®(v) olarak gosterilir.

Tanim 4.3 X bir Banach uzay ve ®:X — R tanimli bir fonksiyonel olsun. Eger her bir

(u,) € X dizisi igin,

lim ®(u,) = inf ®(u)
n—-o uex

esitligi saglaniyorsa bu (u,,) dizisine @ fonksiyonelinin minimize dizisi denir.
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Tanim 4.4 X bir Banach uzay ve ® € C*(X, R) sinifinda bir fonksiyonel olmak (zere,

u € X igin;
[lu|| = oo iken ®(u) - oo
ise f fonksiyoneli X Gzerinde Coercive fonksiyoneldir denir.

Tanim 4.5 f: X - R tanimli bir fonksiyonel ve x, € X elemanii¢in x,, = x, olacak

sekilde (x,) € X dizisi verilsin. Eger,
f(x,) <liminf f(x,)
n— oo

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyoneline x, € X noktasinda alttan yari-sureklidir denir.

Eger, x,, — x, ise f, alttan zayif yar-sireklidir denir.

4.2 Varyasyonel Yaklasim

Tanim 4.6 X bir Banach uzay ve T: X — X’ bir operatér olsun. Eger,
T()=d'(.)

olacak sekilde bir @ € C'(X,R) fonksiyoneli varsa T operatdriine Varyasyonel

operator denir.

Bir problem T(.) =0 seklinde bir fonksiyonel denklem olarak yazilabiliyorsa bu
probleme varyasyonel problem denir. Bu durumda T(u) = 0 denklemini saglayan u
fonksiyonlari ayni zamanda ®’(u) = 0 enerji fonksiyonelini de saglar. Buradan
hareketle, ®(u) fonksiyonelini saglayan u kritik noktalan, T(u) = 0 denkleminin de
zayif ¢ozimleri olur. Yani, ®(u) fonksiyonelini minimize eden bir minimum bulmak,

varyasyonel yaklasimin temel amacidir.

X bir Banach uzay, Q c R", (n = 2) sinirli bir bélge, F € C'(AX R",R) ve ®:X > R
olarak tanimlayalim. Varyasyonel vyaklasim, verilen bir F(x,u(x),Vu(x)) =0

diferansiyel denkleminin ¢oztimlerini bulmak icin, bu fonksiyonele karsilik gelen ve

d(u) = fF(x,u(x),Vu(x)) dx

Q
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olarak tanimlanan ®(u) enerji fonksiyonelinin minimumlari (veya kritik noktalari) olan
u(x) fonksiyonlarini bulmak olarak ifade edilebilir. Cunki; ®(u) fonksiyonelinin

minimumlari, F(x,u(x),Vu(x)) diferansiyel denkleminin ¢dziimleridir.

®(u) fonksiyonelinin kritik noktalara sahip olmasi icin gerekli kosul @®(u)

fonksiyoneline karsilik gelen Euler-Lagrange denklemini (S—Z—;—x(a?;u))=0)

saglamasidir.

4.3 Varyasyonel Yaklasimda Kullanilan Teoremler
Teorem 4.7 X bir Banach uzay ve ® € C*(X, R) bir fonksiyonel olsun.
Eger @ fonksiyoneli,

(i) X Uzerinde coercive

(ii) X Gzerinde alttan zayif yari-strekli

kosullarini saglarsa ®(u) = inf, ., ®(u) olacak sekilde bir u € X minimize fonksiyonu

vardir [44].

Tanim 4.8 X bir Banach uzayi ve ® € C!(X,R) bir fonksiyonel olsun. Herhangi bir
(u,) € X dizisi icin;

(i) [Pu)l<c, ceR

(ii) X' dual uzayinda, n - o igin ®'(u,) > 0

oluyorsa, (u,) dizisine ® fonksiyonelinin bir Palais-Smale dizisi denir. Palais-Smale

dizisi @ fonksiyonelini minimize eden bir dizidir [42],[49].

Teorem 4.9 X bir Banach uzayl ve ® € C*(X,R) bir fonksiyonel olmak tzere, ®’nin
her Palais-Smale dizisi glicli yakinsak bir alt diziye sahipse, ® fonksiyoneli Palais-Smale

kosuluna sahiptir denir [44],[50],[51],[52].
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Tanim 4.10 X bir Banach uzayi ve ® € C'(X,R) bir fonksiyonel olsun. Eger;

(i) lim, ., ®(u,)=c, (ce€ R)

(ii) X' dual uzayinda, n - o igin ®'(u,) = 0

kosullarini saglayan bir (u,) € X dizisi glgli yakinsak bir alt diziye sahipse, @
fonksiyoneli ¢ € R seviyesinde (PS). kosulunu saglar denir. Eger @ fonksiyoneli (PS)

kosulunu saglarsa, her ¢ € R igin (PS), kosulunu da saglar.

@ fonksiyoneli Palais-Smale kosulunu saglar ve alttan sinirli olursa, (PS) dizisi @
fonksiyonelini minimize eder. Ayrica dizinin glcli yakinsadigi deger, fonksiyonelin bir
kritik noktasi ve denkleminde bir ¢6zimil olur. Palais-Smale kosulu ve coercive’lik
ozelligi, ® fonksiyonelinin ¢6ziminin X uzayinda oldugunun ispati icin yeterli

kosullardir.
Teorem 4.11 (Ekeland Varyasyonel Prensibi)
X bir Banach uzayi ve @:X — (—o0,00] bir fonksiyonel olsun. Eger ® fonksiyoneli,
(i) X Gzerinde alttan sinirli,
(ii) X Gzerinde alttan zayif yan siirekli,
kosullarini sagliyorsa, her € > 0 igin;
®(u,) < inf d(u)+ ¢
ueX
®(u) < P(w) + €llu, —ully ,u, #u
olacak gekilde bir (u.) € X dizisi vardir. Ekeland Varyasyonel yaklagimi yardimiyla &
fonksiyoneli icin Palais-Smale dizisi elde edilebilir[44],[53].
Teorem 4.12 (Ekeland Varyasyonel Prensibi 2)

X bir Banach uzayl ve @:X — (—o00,00] alttan sinirl bir fonksiyonel olmak lzere, her

e > 0igin;

®(u,) < inf, ey (u) + € ve X' uzayinda [@')| < ¢

olacak sekilde bir u € X vardir[44].
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Teorem 4.13 X bir Banach uzayi ve ® € C'(X,R) bir fonksiyonel olsun. Eger ®

fonksiyoneli, X Uzerinde alttan sinirli ve (PS) kosulunu saglarsa

®(u) = ,}2; D (v)

olacak sekilde bir u € X minimize fonksiyonu vardir[44].

Teorem 4.14 X bir Banach uzayi ve ® € C1(X,R) bir fonksiyonel olsun. Eger ®
fonksiyoneli, X Gzerinde coercive ve alttan zayif yar strekli ise, X (izerinde alttan sinirli

ve ®(u) = inf, ¢, ®(v) olacak sekilde bir u € X minimize fonksiyonu vardir[44].

MP1 Kosulu: X bir Banach uzay, J € C'(X,R) fonksiyonel ve J(0) =0 olsun.
S, ={u€X: |lull =r}kimesi tanimlansin. Her u € S, i¢cin J(u) = p olacak sekilde

r,p > 0 vardir.
MP2 Kosulu: [le]| > r olmak tzere J(e) < p 6zelliginde bir e € X vardir.

I'={yec(0,1],X):¥(0) = 0,y(1) = e} egrisi tanimlansin. I’nin bos kiime

olmadigl; y(t) = te €T oldugundan agiktir.

¢ = inf max J(y(¢)) (4.1)

yer telo,1]

olsun. Aynica, her J(u) =p oldugundan her y €T icin max,co/(¥(0)) = p
yazilabilir. Buradan ¢ = p > 0 elde edilir. (4.1) ‘daki infumum deger her zaman [’da
olmayabilir. Bunun icin Palais-Smale kosulu kullanilir.

Teorem 4.15 (Dag Asirim Teoremi)

X bir Banach uzay, ] € C1(X, R) fonksiyoneli MP1 ve MP2 kosullarini saglasin. (4.1)’da
tanimlanan ¢ Palais-Smale kosulunu saglasin. O halde c, J igin kritik diizeydedir. Tam
olarak, J(z) =cve J'(z) =0 ozelliginde z € X\{0, e} vardir. Buradaki z'ye bir dag
asirnm kritik noktasi ve c’ye bir dag asirim kritik seviyesi denir. [54],[55],[56],[57].

Sekill’de Dag asinm teoreminin 3-boyutlu hali, Sekil 2 de ise 2-boyutlu dizleme

izdUsimU gosterilmistir. Tanimlanan I egrileri sekil tizerinde siyah olarak gosterilmistir.
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Sekil 4.2 Dag asirnm teoreminin 2-boyuta izdlsimu
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BOLUM 5

MONOTON OPERATOR TEORISi

V, bir reel Banach uzayi ve V' ise V’nin dual uzayi olsun. A:V = V' operatéri

tanimlansin.

Tanim 5.1 A operatori, V ‘deki sinirli kimeleri V'’ daki sinirli kiimelere dénustiriyorsa

A’ya sinirli operator denir.
Tanim 5.2 Vu,,u,,v € Vve A € Rigin
AV -V
A-< Ay, + uy),v>
donisimi saglanirsa (A'ya goére sureklilik saglanirsa) A’ya hemi-siirekli operator
denir[58].
Tanim 5.3 u,,u, €V igin
<A(u,)—A(u,),u; —u,>=>0
oluyorsa A operatériine monoton operator denir. Ozel olarak u; # u, iken
<A(u;) —A(uy),u;—u, >>0
oluyorsa A kesin monoton olur[58].
Tanim 5.4 V'de (u,,) 5 u ve lim,, |, sup < A(u,) — A(w),u, —u > < 0 iken

lim, ,, <A(u,)—AW),u,—u> =0ve (A(un)) — A(u) yakinsamasi V' 'da zayif

ise A operatoriine Pseudo-monoton denir[58].
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Onerme 5.5 V refleksiv Banach uzay olsun. A operatorii; sinirli, hemi-siirekli ve

monoton ise A, Pseudo-monoton olur.

Tanim 5.6 V’'de (u,) — u guglu yakinsak iken (A (un)) — A(u), V' ’da zayif yakinsak

ise A operatoriine Demi-siirekli denir.

Onerme 5.7 A pseudo-monoton ise demi-sireklidir.

<A(uw),u>

= +o0 ise A coercive’dir[58].

Tanim 5.8 Eger lim ;o

A lineer operatori, ¢ > 0 sabiti icin

<AM),u>=cllull?

oluyorsa A pozitiftir. Dolayisiyla A Coercive olur.

Yardimci Teorem 5.9 g:R"™ — R" sirekli fonksiyon olsun. & € R™ olmak Uzere,
€1 = p icin;

<g(£),§>=0

olacak sekilde p > 0 sayisi olsun. O halde |&,| < p igin

9() =0

denklemini saglayan &, € R™ vardir.
Teorem 5.10 Browder-Minty Teoremi

V, aynlabilir refleksiv Banach uzayi olsun. A:V — V' operatori sinirli, coercive ve
pseudo-monoton olsun. Keyfi F € V' icin A(u) = F esitligini saglayacak bir u € V

¢6zUmu vardir.

ispat V, ayrlabilir uzay oldugundan V’nin lineer bagimsiz elemanlarindan olusan
Z4,Z,, ... sistemi vardir dyle ki, bu sistemin elemanlarinin lineer kombinasyonlarn V 'de
yogundur. z,,Z,,...,Z,, ‘nin lineer kombinasyonlarinin olusturdugu kimeyi V, ile

gosterelim.

Yardimci teorem 5.9'dan £ € R™,j = 1,2,..., m olmak lizere

9; €y &) =< A&z, + - +§2p),2; > —< F,z; >
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olacak sekilde g;(g;,9z, -, gm) fonksiyonunu tamimlayalim. A sinirli ve pseudo-

monoton oldugundan, Onerme 5.7 geregi A demi-siirekli olur.

iz1§;z;=yvey # 0 olsun.

<g(5)5>—Zg,(f>f —< 4 Zf, ZE, —<E Y §2>
j=1 j=1

_ <A, y> <Fy> <Ay >

7o, o, l” by = | =, IF ”V’l”y”V

A operatori Coercive oldugundan,

<A@y),y >

im = +o00
lyll>eo |yl

olur. Boylece |lyll,, yeteri kadar biiyuk alindiginda (y, {'ye bagh oldugundan |¢| yeteri
kadar blyik alindiginda) esitligin sag tarafi pozitif olur. Yardimci Teorem 5.9 geregi
g(&) = 0 olacak sekilde ¢ € R™ vardir. V sonlu boyutlu ise ispat biter.

V sonsuz boyutlu olsun.
<A(u,),v>=<Fv>

esitligini saglayan bir (u,,) dizisi vardir. A Coercive oldugundan, (u,,) V ‘de sinirl

dizidir. Gergektende;

Tersini kabul edelim, (u,,) sinirli dizi olmasin. O halde limk_,oo”umk”V = oo olacak
sekilde (umk) alt dizisi vardir. < A(u,,),F > =< F,v > esitliginden

< A(um ),um >
0=<A(Up, ) Up, > = <Fu, >= o= = IIF | [y

|
|| mkV

A Coercive oldugundan k — oo igin sag taraf +oo olur. Celiski. O halde (u,,) sinirli

dizidir. A:V — V' operatéri sinirh oldugundan (A(um)),V’ ‘de sinirlidir. V refleksiv

oldugundan,

() > (Awp,) - x
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olacak sekilde u € V, y € V' ve (u,, ) alt dizisi vardr.
x = F oldugunu gosterelim:

<A(u,),v>=<Fv>

esitligiyle z,,z,,..’nin keyfi sabit lineer kombinasyonu v ve yeterli biyuklikteki k’lar

icin;

<A(up,),v>=<Fv>

olur. k » oo iken (A(umk)) - yve < A(umk),v >=<F,v>‘den;
<y, v>=<F,v>

elde ederiz. V’'de sonlu kombinasyonlar yogun oldugundan y = F elde ederiz. Son

olarak, A pseudo-monoton oldugundan A(u) = y = F’dir. Gercektende;
(umk) — u yakinsamasi V’de zayif yakinsak, < A(u,,),v > =< F,v > ve
< A(umk),v >=< F,v > oldugundan,

< A(umk),umk —u>=< A(u > —< A(umk),u >

e U

=<F,umk>—<A(umk),u>—>< Fu>—-<yu>=0 k- oo.
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BOLUM 6

HARDY OPERATORUNUN DIFERANSIYEL DENKLEMLERE UYGULANMASI

Tanim 6.1 p: (0,1) - Rolmak uzere, |y — x| < gigin

PG = POl < €,

olacak sekilde C; > 1 sayisi bulanabiliyorsa p, A sinifina aittir denir.

Teorem 6.2 p:(0,1) » (1,0), A sinifina ait él¢llebilir bir fonksiyon ve 1 <p~ <

p(x) <p* <o olsun. u(0) = 0 olmak lizere tiim mutlak strekli u(x) fonksiyonlari

icina € [0,1 —L) iken;

p(0)
u 1] a
x1-¢a LP(X)(O,I) = C2”u (x)x ”Lp(x)(O,l)
(6.1)

esitsizligi saglanir ancak ve ancak
! 1 d 1
fx_m—x < C3a_m

X
0

esitsizligini saglayacak C; vardir [59].
Bu teoremde a = 0 segilirse

”M
X

< Cllu"(x) ||
p()

olacagi asikardir.
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(0,0) sonlu araliginda

— (I GOP@=2u () = f(x) (62)
u(0)=(U)=0

sinir deger problemini ¢ézmek igin Browder Minty Teoremine yonelik topolojik metod
uygulayacagiz. Bunun igcin, I/Vol'p(x)(o,l)’den onun dualine tanimli A operatorini

alalim. Anlasilabilirolmasi i¢in V.= W, 1"f’(')(O,l) gosterimini kullanacagiz. A:V - V' ve

u,v €V olmak lizere;
l
mww»=ﬁw@wm*wuwuwx
0

olarak tanimlayalim. F(v) € V' olmak lzere,

(A(w),v)+ F(v) =0

esitligi saglanirsa her v € V igin u € V fonksiyonu, varyasyonel yaklasim geregi (6.2)
probleminin zayif ¢6zimi olur.

A(u) eV’ ‘dir:

l
I<Mwm>lsﬁw@W“*WM@ML

0

Holder esitsizliginden;

| < A(u)»v > | < C()”lu,lp(x)_l”p/(.) ”17’”p()

C,, ||u’||p(_) ‘ve bagli pozitif bir sabit olmak Uzere |||u’ Ip(")_lup,() SCl(IIu’Ilp(.))
yazilabileceginden,

| <A(w),v >| <C, Cl(”u'”p(,)) ||U’||p(_)

olur. O halde

| <A, v > | < C, Gllv'll, ) < CoCylivlly

| <A(w),v > | < G,llvll,
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O halde A(u) € V' “dir ayrica A operatora sinirlidir.
A operatorii monotondur:

<Aw)—-AWW),u—v >
!

= f[lu’(x)lp(")‘zu’(x) — v’ () PP20" ()| (W () — v' () )dx

p>1 ve ab€R olmak izere (lal?2a—|b|P72b)(a—b) =0 esitsizligi

gerceklendiginden,
<Alw) - AW),u—-v>=0

yazilabilir. Bu ise A operatdriinin monoton oldugunu gosterir.

A, Coercive'dir:

Ly - ] r ’
<AWu> [l PO @u (dx [l ()PP dx
lull, el ¢y + Ty lull,

Lo f () = follf(x)lp(x)dx bir modiilerdir.

I ll,p > 1 iken 1w Iy < Ly (D) < 117,

ve

e ll,p < 1iken I Iy < Ly (D) < 117,

oldugundan

Lo (D = mingll [, + 1120}

Teorem 6.2 geregi ”%”p < Cllu' [l oldugundan;

‘
L,y (lu']) = min “%4_%”;”;9( l lllu ”p() 2 ” ” ()r }

||u||p(> c<z> [l ||,,() C(l) v
e ||p() [
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. , D~ , p*
min { [l ll,; + Il )17 [0 1o + lll0]7 )

- +
min {[full,* lull 7 }

1< p~ <p*oldugundan |jul| - o iken

<A(w),u >

llully

olur. Dolayisiyla A operatoérii coercive’dir.
A operatori hemi-streklidir:

A, = Aveu,,u,,v €V olsun. A operatori;

!
<A(u; +,u,),v>= J.Iul’(x) + 1,u, (x)I”(")_Z(u’l(x) + 1,1, (x))v’(x)dx
0

olur.

l
f ' () + 2,12, GO P2 (at, (x) + A, () )’ (W) dx <

!
< flul’(x) + Anu’z(x)lp(X)‘zlul’(x) + A, u, ()| |v' (x) |dx
0

l
< j e, () + 4,10, GO PO o () |dxc

0

l
SJZP(X)‘Z(Iul’(x)I”(")‘1+ 12, 1P, () PP~ v (x0) | dx

0
p(x) < p™ oldugundan;

l
< j 20" 2w, ) PO 4+ |2, 17", () PO v (x) | dx

0
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1 l
S 2p+_2 flul,(x)lp(x)_llv/(x)ldx + 2p+—2 f|/1n|p+_1|u12(x)|P(x)—1|1]’(x)|dx
0 0

A,, yakinsak oldugundan sinirhdir. |4, | < C, olacak sekilde C, pozitif sayisi vardir.

l l
<c, f ' GO PPy’ () ldxc + €, f () P91 () dx = g ()
0 0

|f(x) < g(x) olacak sekilde g(x) fonksiyonu bulunur. Esitsizligin sag tarafina Holder

Esitsizligi uygulanirsa;

l l
C, f luy' POy’ () |dx + €, j e, () PO v () | dx
0 0

< CS“ |u’ll |p(x)—1||p,(') ”U’”p(.) + C9|||u2,|p(x)_1||pl(.) ”17' ”p(.)

Buradan g(x) € L;(0,l) elde edilir. Lebesgue Temel Yakinsaklik Teoreminden;

l
lim J [y’ () + 2,18y (O PO (, () + A, (1)) ()l
0
l
— f ' () + 21y (O P2 (), () + A2, ()’ (Ol

elde edilir. O halde A operatorii Hemi-sireklidir. Wol'p(')(O,l) uzayi ayrilabilir refleksiv

Banach uzayidir. Buradan Browder-Minty Teoremi geregi,
l l
< AQu),v >= J ! () P92 ()’ () dx = — J £V ()dx = F(v)
0 0

denkleminin F (v) € V' igin u € V ¢6zUmi vardir.
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BOLUM 7

SONUC VE ONERILER

Bu calismada, varyasyonel yaklasim, Hardy esitsizligi, monoton operator teorisinin bazi
ozellikleri verilmis olup, sinir deger problemini ¢d6zmek icin varyasyonel yaklasim
kullanilarak, uygun operatér saptanmis, daha sonra monoton operatér teorisinin temel
teoremlerinden Browder Minty teoreminin saglandigl gosterilmistir. Bu slirecte gecis
islemlerinin saglandigini gostermek icin Hardy operatoriinin ozellikleri kullanilmistir.
Farkli bir calisma olarak sinir deger problemi vyerine, nimerik analizin farkh
problemlerine ¢6zim aranabilir, sinir deger problemi igin farkli bir varyasyonel

operator elde edilip bu sayede farkli ¢6ziim yollar bulunabilir.
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