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OZET

Regresyon Modellerinde Degiskenlerdeki Egriselligin Kargilikl

Bilgi Kullanilarak Belirlenmesi

Zehra Zeynep SAHINBASOGLU

Isatistik Anabilim Dali

Doktora Tezi

Danigsman: Dog. Dr. Atif Ahmet EVREN

Ekonomik biiylime ve cevre kirliligi arasindaki iligkiyi analiz eden ampirik
calismalar son 30 yil icinde artis gostermistir. Literatiirde yogun bir sekilde
ekonomik biiytime ve cevresel kirliliginin iliskilendirilmesinde Cevresel Kuznets
Egrisi (CKE) hipotezinin gecerliliginin test edilmektedir. Bu hipoteze gore gelir
artis1 ve cevre Kkirliligi arasindaki iliski ters-U seklindedir. Yani ekonomik
biiylimenin ilk asamasinda gevresel kirlilik ve tahribat artarken gelirin belli bir

seviyeye ulasmasindan sonra ¢evresel kirlilik ve tahribat azalmaya baslamaktadir.

Bu tezin amaci, regresyon modellerinde kullanilan egrisellik analizlerinin farkl
bir yontem olan karsilikli bilgi kullanilarak tahmin edilmeye calisiimasidir.
Galismanin orneklemi icin 46 yillik bir donemde, az gelismis ve orta gelismis
lilkelerin CO, emisyonlari ile GSYIH degiskenleri kullanilmistir. Bu verilerin ters
U seklinde bir dagilim gosterdigi goriilmiis ve kuadratik olarak modellenerek,
modelin egriselligi karsilikli bilgi 6lciileri kullanilarak aciklanmaya calisilmistir.

Yapilan analizler sonucunda Rényi ve Tsallis Karsilikli bilgi dl¢iilerinin Shannon
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karsilikli bilgi olciilerinden verilerdeki egriselligi daha iyi acikladigi sonucuna

varilmistir.

Anahtar Kelimeler: Karsilikli bilgi miktari, EKC hipotezi, shannon entropisi, rényi

entropisi, tsallis entropisi.
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ABSTRACT

Determining The Curvature Of Variables In Regression Models
Using Mutual Information

Zehra Zeynep SAHINBASOGLU

Department of Statistics

Doctor of Philosophy Thesis

Supervisor: Doc.Dr. Atif Ahmet EVREN

Empirical studies analyzing the relationship between economic growth and
environmental pollution have shown an increasing trend over the past 30 years.
In the literature, there is a substantial focus on the association between economic
growth and environmental pollution, specifically testing the validity of the
Environmental Kuznets Curve (EKC) hypothesis. According to this hypothesis, the
relationship between income growth and environmental pollution follows an
inverted U-shaped pattern. In other words, environmental pollution and
degradation increase in the early stages of economic growth, but start to decrease

after income reaches a certain level.

The aim of this thesis is to attempt to predict the curvilinearity in regression
models using a different method, Mutual Information. The study employs data
from a 46-year period, utilizing CO, emissions and GDP variables from both
underdeveloped and moderately developed countries as the sample. It is observed

that these data exhibit a reversed U-shaped distribution, and the curvature of the

model is explained using Mutual Information measures. The analysis results
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indicate that Rényi and Tsallis Mutual Information measures provide a better
explanation of the curvature in the data compared to Shannon Mutual Information

measures.

Keywords: Mutual information, EKC hypothesis, shannon entropy, rényi entropy,

tsallis entropy.
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1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Entropi, zaman ilerledikce hayatin neden daha az degil ama daha karmasik hale
gelmesini agiklayan bir diizensizlik Ol¢iisii olarak tanimlanir. Entropi kavram ilk
olarak Alman fizikci Rudolf Julius Emanuel Clausius tarafindan ele alinmistir [1].
Entropi, termodinamik yasasinin ilk temel 4 kuralindan birisidir ve her ne kadar
literatiirlerde “diizensizligin bir 6lciisii” olarak tanimlansa da degisik disiplinlerde
veri analizi ve ilgili konu hakkinda yeterli bilgi sahibi olabilmek i¢in kullanilan ¢cok

onemli ve gerekli bir yontem olmustur[2].

Murphy Yasasi der ki, "Bir isi tamamlamak icin birden fazla olasilik mevcutsa ve
bu olasiliklardan biri istenmeyen sonuglar veya felaketle sonuclanacaksa; bu
olasilik mutlaka gerceklesecektir”. Bu s6z Amerikali mithendis Edward A. Murphy,
jr. tarafindan 1949 yilinda, hayatin sorun ¢ikarma ve isleri zorlastirma egilimine
gondermede bulunmak icin soylenmistir. Problemler kendiliginden ortaya
¢ikarmis gibi goriinse de c¢oziimler her zaman insanlarin dikkatini, enerjisini ve
cabasini gerektirir. Hayat, kendiliginden sorunlar1 ¢6zmez gibi goriiniir. Aksine,
insanlarin hayatlar1 daha karmasik hale gelir ve diizen yerine bozulmaya dogru
yavasca geriler. Peki bunun nedeni nedir? Murphy Yasasi, sadece bir konusma
icinde kullanilan yaygin bir deyim olmasina ragmen, yasanilan evrenin biiyiik
giiclerinden biriyle iliskilidir. Bu gii¢, diinyanin calisma sekline o kadar temel bir
sekilde etki eder ki, neredeyse insanoglunun harcadigi her cabaya niifuz eder.
Karsilasilan pek ¢ok sorunu yonlendirir ve diizensizlige yol acar. Cogu literatiirde

bu etkinin tanim1 “Entropi” olarak ifade edilir.

Entropi, insanoglu ile birebir iliskilidir. Ornegin insanoglunun viicudundaki
hiicreler zamanla oliiyor ve bozuluyor, bir calisan hata yapiyor, cevre, hava
kirleniyor, isletmeler basarisiz oluyor, suclar isleniyor, diizen bozuluyor ve iliskiler
sona eriyor gibi. Her sey diizensizlige dogru egilim gosterir. Ozellikle,

termodinamigin ikinci yasasi, "herhangi bir izole veya kapali sistemdeki entropinin



(diizensizlik derecesinin) zamanla artacagi (veya en azindan aym kalacagi)"
seklinde ifade edilir. Entropi, sadece diizensizlik seviyesini 0lcen bir kavram gibi

goriinse de, glinliik hayatin her yoniini etkiler [3-5].

Enerji dagilir ve sistemler kaosa dogru giderler. Diizensizlik arttikca, bir sey o
kadar entropik olarak kabul edilir. Bagka bir deyisle, entropi evrenin hem makro
diizeyde hem de mikroskobik diizeydeki diizensizlik seviyesinin bir 6l¢iisii olarak
tanimlanabilir. Dolayisiyla insanligin 6nemli sorunlarin yasandigi bu zaman
diliminin kritik bir siire¢c oldugu ve cevresel bozulmalar, kirlenmeler g6z Oniine
alindiginda diger tiim yapilardaki bozulmalarla birlikte, tiim evrenin bir cokiise
dogru ilerledigi gortilmektedir[6, 7]. Dolayisiyla entropinin hayatin her yoniiyle,
insanoglunun yasamiyla, evrenin siirekliligi ile yakindan ilgisi oldugu

goriilmektedir.

1990'1ardan bu yana cevre ile ekonomik biiytime arasindaki iligski, ekonomistler
arasinda yogun bir sekilde tartisilan bir konu haline gelmistir. Bu calismalar
genellikle ekonomik gelisme diizeyleri ile gelir seviyesi arasindaki iliskiyi ve
cevresel Kkirlilik tiizerindeki etkisini incelemektedir. Cevresel Kuznets egrisi
hipotezi, cevresel kirliligin ekonomik biiylimenin erken asamalarinda arttigini
gostermektedir. Ancak belli bir gelir seviyesini astiginda, ekonomik biiyime
cevresel iyilestirmelere olanak saglar [8, 9]. Dolayisiyla gelir seviyesi ile cevresel
kirlilik arasindaki iliskinin ters-U seklinde oldugu sdylemektedir. Bu iliskinin
sekillenmesinde ti¢ faktor etkilidir: 6lcek etkisi, bilesim etkisi ve teknoloji etkisi.
Dogru, Olcek etkisi kavrami, tiiretimin artmasiyla birlikte daha fazla dogal
kaynagin kullanilacagini ve cevrenin daha fazla zarar gorecegini ifade eder. Bu
nedenle, 6lcek etkisi iliskideki pozitif kismi temsil eder. Yani, ekonomik biiyiime
ve cevresel kirlilik arasindaki iliskide, olcek etkisi dogrultusunda bir artig goriiliir.
Bu durum, iiretim Olceginin biiylimesinin cevresel etkilerini artirabilecegini
gosterir. Bilesim etkisi, ekonomide imalat sektoriinden hizmetler sektoriine gecisi
saglar ve bu da ekonomik biiytimenin bir sonucu olarak cevresel etkileri degistirir.
Birincil fosil yakitlarin yanmasi, atmosfere sera gazi salinimi ile baglantili en
onemli cevresel etkiyi olusturur. Komiir, petrol ve dogalgaz gibi birincil fosil
yakitlarin tamami karbon icerir. Bu yakitlarin yakilmasi sonucunda, karbon dioksit

(CO2) gibi sera gazlari atmosfere salinir. Sera gazlari, atmosferde birikerek giines

2



isinlarinin  yeryiiziine geri yansimasini engeller ve diinyanin isinmasina yol
acabilir, bu da iklim degisikligi ve cevresel etkilerine neden olabilir. Bu nedenle,
fosil yakitlarin kullaniminin azaltilmasi ve yenilenebilir enerji kaynaklarinin tesvik
edilmesi, sera gazi saliminin kontrol edilmesi ve cevre iizerindeki olumsuz
etkilerin azaltilmasi acisindan 6nemlidir. Bu yakitlarin yanmasi sirasinda karbon

oksijenle birlesir ve baslica sera gazi olan CO, olusur[10, 11]. CO, atmosferde

birikir ve bunun sonucunda diinya iklimi iizerinde olumsuz etkiler meydana
gelmesi beklenir. Bu etkiler arasinda biyolojik cesitlilik kaybi, tropikal firtina
yogunlugunun artmasi, deniz seviyesinin yiikselmesi ve kiiresel 1sinma yer

almaktadir[12].

1.2 Tezin Amac

Rasgele degiskenler arasindaki dogrusal olmayan bagimliligin derecesini
belirlemek, uzun siiredir bircok istatistiksel problemin konusu olmustur. Bununla
birlikte, giiniimiizde degiskenler arasindaki dogrusal bagimlili§1 arastirmak icgin
cesitli calismalar yapilmistir ve yapilmaktadir. Toplam bagimliligi degerlendirmek
icin C.Shannon karsilikli bilgiyi Onermistir. Bu sayede bagimliligin lineer ve
dogrusal olmayan bilesenlerini ayirt etmek icin birka¢ yontem gelistirilmis ve

bagimlilik 6lciisii ¢esitleri arasinda en kapsamli 6l¢ii olarak kabul edilmistir.

Bu tezin amaci, parametrik dogasi nedeniyle toplam bagimliligi 6l¢cmek icin Rényi
ve Tsallis karsilikli bilgi Ol¢ctimlerinin kullanarak modelde ortaya cikabilecek
degiskenlerindeki dogrusal olamama durumunun tespitine calismaktir. Ilk olarak,
degiskenler arasindaki lineer iligkiyi incelemek ve gidermek icin bir kalint1 analizi
kullanilmistir. Daha sonra orijinal verinin Rényi ve Tsallis karsilikli bilgi ol¢iileri
hesaplanmis, ardindan dogrusal modelden elde edilen kalintilar ile aciklayici
degisken arasindaki ortak bilgi karsilastirilarak, bu calismada gelistirilen Olctiye

dayali dogrusallik derecesi belirlenmeye c¢alisilmistir.
1.3 Hipotez

Cevresel Kuznets Egrisi (CKE) varsayimi, bireysel diizeydeki milli gelir (BMG) ile

cevresel tahribat gostergeleri arasinda ters U seklinde bir iliskinin mevcut

oldugunu ifade etmektedir. Karbondioksit (CO,), sera gazi emisyonlarinin ana



faktorii oldugu igin cevresel bozulmanin baslica nedeni olarak kabul edilir.

Dolayisiyla, GSYIH ile CO, arasinda aym: iliski varsayilir. Bu nedenle, EKC,

ekonomilerin tarim temelli olarak baslayip endiistriyel ve ardindan hizmet temelli
post-endiistriyel ekonomilere gecis yaparken kullandiklar1 "ekonomik biiyiime

asamalarinin" bir gostergesidir.

Bu tezin amaci; EKC hipotezini desteklemeye yarayacak sekilde degiskenlerinde
dogrusal olamama durumunun tespitinin Karsilikli Bilgi o6lciisii kullanilarak
belirlenmesidir. Kuznets egrisinin kesin seklinin belirlenmesi 6nemli olsa da,
dogrusal olmama durumunun tespiti, EKC hipotezini desteklemeye yardimci
olacaktir. Rényi ve Tsallis karsilikli bilgi Olciileri hesaplanacak ve elde edilen
sonuglar Shannon Karsilikli Bilgi 6lciileri ile karsilastirilacaktir. EKC hipotezinin
dogrulugunu gostererek, hipotezin ortaya koydugu "simdi biiyii ve kirlet, sonra
temizle" stratejisinin biiylik cevresel maliyetlere yol acip a¢madigr sonucu

arastirilacaktir.

Boliim 2, Entropinin tarihcesi ve kullanildig1 alanlardan olugsmaktadir. Boliim 3’te
Entropi cesitleri ve teorileri anlatilmis, Boliim 4’te Istatistiksel Analizlere yer
verilmistir. Boliim 5’te Uygulama gerceklestirilmistir. Uygulama iki boliimden
olusmaktadir. Birinci boliimiinde simiilasyon verileri kullanilarak karsilikli bilgi
Olciileri hesaplanmistir. Simiilasyon ile elde edilen verilerin degiskenlerindeki
dogrusallig1 karsilikli bilgi olciileri kullanilarak arastirilmistir. Daha sonra EKC
hipotezi uygulanmasi icin, Dogu Asya ve Asya-Pasifik iilkelerinin (yiiksek gelirli

tilkeler hari¢) 46 yillik bir dénemde CO, emisyonlari ile GSYIH degiskenleri

analizde kullanilmistir. Bu veriler ile Karsilikli bilgi Olciileri elde edilmis ve
modelin yapisi arastirilmistir. Boliim 6’da Sonuglar ve Oneriler belirtilmistir.
Model ve veri arasindaki yapinin degiskenlerinde dogrusal mi1 egrisel mi oldugu
karsilikli bilgi olciileri ile elde edilmeye calisilmistir. Bu bulgular sayesinde analizi
yapilacak olan verilerin ve modelin birbiri ile uyumu karsilikli bilgi olciileri
kullanilarak arastirilabilir ve egrisellik arastirmalari icin bundan sonraki

calismalarda literatiire katki saglayabilir.



2

ENTROPININ TARIHCESI VE KULLANILDIGI
ALANLAR

2.1 Entropinin Tarihcgesi

Entropi tarihi oldukc¢a genistir ve cesitli disiplinlerde ele alinmistir. Entropi
kelimesi yunanca bir kelime olup, anlamu “belirsizlik” olarak ifade edilmistir. ik
olarak, termodinamikte kullanilan entropi terimi, 19. yiizyilin baslarinda Nicolas

Léonard Sadi Carnot tarafindan tanimlanmistir [13].

Carnot, 1s1 motorlar1 araciligiyla enerjinin doniisimiinii inceleyerek, enerjinin
siirekli bir sekilde degistigini ve bu degisimin sadece bir yonde olabilecegini 6ne
stirmiistiir. Bu degisimin termodinamik entropi kavrami ile tanimlandigi

diistinlilmektedir.

Daha sonra, 19. yiizyilin ortalarinda, Clausius ve Kelvin gibi bilim insanlari,
entropiyi daha da gelistirerek, termodinamik sistemlerin davranisini anlamak icin
onemli bir ara¢ haline getirdiler. Bu calismalarin sonucunda, termodinamigin
ikinci yasast ortaya cikti ve entropi artisinin evrensel bir yasa oldugu

kesfedildi[14].

Ancak, termodinamik entropi, belirli bir sistemdeki diizensizligi 6lcebilirken,
termodinamik disindaki sistemlerdeki diizensizligi 6lcemiyordu. Bu nedenle, 19.
ylizyilin sonlarinda, Ludwig Boltzmann tarafindan gelistirilen istatistiksel mekanik
ile entropi kavrami daha da gelistirildi. Boltzmann, termodinamik entropi
kavramin istatistiksel entropi ile baglantili hale getirdi ve entropiyi molekiiler

diizeydeki hareketlerle iliskilendirdi[15].

Boltzmann'in entropi konusundaki calismalari, baslangicta bircok bilim insani
tarafindan elestirildi. Ancak, Boltzmann'in 6liimiinden sonra, calismalar1 daha
fazla kabul gordii ve istatistiksel mekanigin gelismesine yol acti. Giiniimiizde,

istatistiksel mekanik ve entropi, bir¢ok farkli alanda, oOzellikle fizik, kimya,



matematik, bilgisayar bilimi ve miihendislikte 6nemli bir rol oynamaktadir[16,

17].
Entropinin gelisimi asagidaki gibi 6zetlenebilir:

i. Rudolf Julius Emanuel Clausius, bir Alman fizik¢i ve matematikgidir.
"Mechanical Theory of Heat" adli kitabinda, termodinamik bir sistemin enerji
miktarini 6l¢gmek icin kullanilan bir ifade olan "entropi" terimini tanimlamistir.
Clausius, belirli siireclerin geri dondiiriilemez oldugunu tahmin eden

termodinamik bir 6zellik olarak da bahsetmistir.

i. Ludwig Boltzmann, 1844 ile 1906 yillar1 arasinda yasamis bir bilim
insanidir ve bilim camiasinda istatistiksel mekanigin babasi olarak anilmaktadir.
Boltzmann ilkesi ve denklemi gibi konular1 da iceren istatistiksel mekanik alaninda
yaptig1 calismalar, bilim diinyasina biiyiik katkilar saglamistir. Ozellikle Maxwell
ile gelistirdigi Maxwell-Boltzmann istatistigi, yaptig1 arastirmalar arasinda en
dikkat cekicilerinden biridir. Ayrica Boltzmann dagilimi, Boltzmann olasilig1 ve
mikro durumlar da bir sistemi dogru bir sekilde hesaplamak icin kullanilan temel

fikirler arasindadir.

iii. ~ Claude E. Shannon, 1948'de ortaya koydugu teorik calismasiyla, bilgi
transferi sirasinda giiriiltii iceren iletisim kanallarinda meydana gelen bilgi

kaybindaki belirsizligi 6l¢mek amaciyla "entropi" terimini kullanmistir [18, 19].

iv. Matematikte ters alma problemlerinin tahmini sirasinda, entropi kullanimi
1957 yilinda Jaynes tarafindan kesfedilmistir. Jaynes, ters alma problemlerinin
¢ozlimlerinin entropiyi maksimum yaparak elde edilebilecegini, bunu yaparken de
Shannon'un entropi o6lciisiinden yararlanilabilecegini gostermistir. Jaynes'in bu

yaklasimu literatiirde "maksimum entropi yontemi" olarak adlandirilmaktadir [20]

V. Entropi, ilerleyen senelerde Golan ve meslektaslar tarafindan istatistik ve

ekonometrik modellerin tahmin edilmesinde kullanilmistir [21].
2.2 Entropinin Kullanildig1 Alanlar

Shannon 1948 yilinda “Bilgi Entropisi Teorisi” tizerine calismalarda bulunmustur.
1951 yilinda Kullback ve Leibler’in bilgi teorisine katkilari ile 1956 yilinda Lindley

“Minimum Capraz Entropi” ilkesini gelistirmistir [18].
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Karsilikli bilgi teorisinin gelistirilmesi ile giiniimiizde entropi kavrami farkl
alanlarda kullanilmaya baslanmistir. Bu alanlardan bazilar1 asagida verilmistir

[13, 22-24]:

. Biyoloji

. Genetik

. Kimya

. Fizik

. Matematik

. Kuantum mekanigi

. Istatistiksel Mekanik
. Giivenilirlik Analizi

. Termodinamik

. Olasilik teorisi

. Elektronik ve Iletisim Miihendisligi
. Goriintii Isleme

. Fotogrametri

. Harita yapimi

. Yoneylem arastirmast
. Ekonomi

. Psikoloji

. Sosyal bilimler

. Veri toplama ve depolama
. Jeoloji

. Cografya

. Jeofizik

. Hidrolik



Ulasim

Mihendislik



3

ENTROPININ TANIMI VE CESITLERI

3.1 Entropinin Tanimi

Istatistiksel entropi, James Clerk Maxwell ve Ludwig Boltzmann gibi fizikciler
tarafindan istatistiksel mekanigin bir dali olarak ortaya c¢ikmistir. Boltzmann,
denge halindeki bir sistemin diizensizligi veya rastlantisalliginin bir 6lciisii olarak
entropi kavramini gelistirmistir. Ancak, Boltzmann'in ¢alismalari bilimsel topluluk
tarafindan hemen kabul edilmemis ve Ernst Mach ve Wilhelm Ostwald dahil diger
fizikciler tarafindan ciddi bir muhalefetle kars1 karsiya kalmistir. Boltzmann'in
fikirleri etrafindaki tartismalar, 1906'daki trajik intiharina neden olmustur. Bu
tarihten sonra istatistiksel mekanik alani gelismeye devam etmis ve Boltzmann'in
entropi hakkindaki fikirleri daha genis bir capta kabul gormeye baslamistir. 20.
ylzyillin ortalarina gelindiginde, entropi kavrami termodinamigin temel

prensiplerinden biri haline gelmistir ve 2. Yasasi kullanilarak ortaya ¢ikmistir.
3.2 Termodinamikte Entropi Kavrami

Entropi kavramimi aciklamak igin oncelikle termodinamik kavramindan
bahsetmek gerekmektedir. Termodinamik, mantiksal ve matematiksel bilimlerden
biri olarak kabul edilir. Enerji ve enerjinin doniistimleri ile 1s1 etkilerini iceren
sistemlerdeki degisim ve denge egilimlerini inceleyen bir bilim dalidir. Fizigin

temel yapi taslarindan biri olan termodinamigin dort yasasi bulunmaktadir.

Termodinamikte “entropi” kavrami; zaman simetrisinin bozuldugu, tersine
cevrilebilir ve tersine cevrilemez siirecler arasindaki farklilar1 tanimlamak icin
kullanilmistir [5]. Sonlu bir degisim sirasinda, termodinamik degiskenler sistemin
her noktasinda homojen bir sekilde degisiyorsa ve denge durumunda degisiyorsa
(va da sistem ara durumlarinda cevreyle 1sisal denge halinde ilerliyorsa), bu
siirece ‘tersinir (reversible) siire¢” denir. Diger siirecler ise ‘tersinemez
(irreversible) stirecler” olarak adlandirilir. Entropi kavrami, ikinci yasa tarafindan
tanimlanmistir. Hacim, basing, sicaklik, enerji, entropi gibi kavramlar

termodinamigin temel kavramlari arasinda yer almaktadir. Termodinamik
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kavramlari, istatistik ile birlestirilerek kullanilabilmektedir. Bu yontemlerden birisi
de '"entropi yasasi'dir. Entropi, termodinamik sisteminin diizensizligi veya
belirsizligini 6lcen bir termodinamik kavramdir. Entropi arttikca, sistemdeki
diizensizlik artar ve enerjinin kullanilabilirligi azalir. Bu nedenle, entropi

genellikle bir sistemin bozulma derecesi olarak da diisiiniilebilir [25].

Termodinamigin birinci yasasi, enerjinin tiir degistirme islemine tabi olabilecegini
ancak yaratilamayacagini ve yok edilemeyecegini belirtir. Bir sistemin ic
enerjisindeki degisim, sisteme disaridan verilen 1s1 eksi sistemin cevresi lizerinde
yaptig1 is miktarina esittir. Bu yasa, "her sey is yapmak icin enerjiye ihtiyac duyar"

anlamini tasimaktadir [7].

Termodinamigin ikinci yasasi, her seyin zamanla yipranacagini, eskiyecegini ve
clirliyecegini ifade eder. Bu yasa, sicak su icindeki sekerin neden ¢6ziindiigiinii ve
neden asla tekrar birlesip seker olusturmadigini aciklar. Bu yasanin anlasilabilmesi
icin, "entropi" kavraminin tanimi gerekmektedir. Entropi, daginiklik ve
diizensizligin bir Olciisiidiir. Diizensizlik arttikca sistemin entropisi artar. Ayni
zamanda, "entropi", bir isi yerine getirmek icin gereken enerji harcama potansiyeli
olarak da tanimlanabilir. Bu durumda, sistemin enerji harcama potansiyeli ne
kadar yiiksekse, entropisi o kadar disiiktiir. Bu yasaya gore, disaridan enerji

verilmedigi siirece entropi her zaman azalir [26].

Termodinamigin {iciincii prensibi, bir sistem sicakliginin mutlak sifira yaklastikca
entropisinin istikrar kazandigi veya entropideki degisimin sifir oldugunu vurgular.
Bu noktaya "mutlak entropi" denir. Eger bir sistem tamamen diizenli ise, entropisi

sifirdir.

Termodinamigin dordiincii yasasina gore eger iki sistem birbiriyle etkilesim
icindeyken aralarinda 1s1 veya madde aligverisi olmuyorsa bu sistemler

dengededir.

Bir sistem izole edildiginde enerji artisi sifir olacaktir. Bu durumda sistem entropisi
geri doniisimsiiz siirecler nedeniyle artmaya devam eder ve ulasabilecegi
maksimum degere, yani termodinamik denge durumuna ulasir. Denge
durumunda, tiim geri doniisiimsiiz siirecler durur. Bir sistemin disariyla entropi

degisimi basladiginda, genel olarak denge durumundan uzaklasir ve entropi
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lireten geri dontisiimsiiz slirecler devreye girer. Entropi degisimi 1s1 ve madde

alisverisi nedeniyle gerceklesir [5].
3.3 Baz Entropi Cesitleri

Bir sistemin entropisi, kitle, enerji, hacim, momentum, yiik veya kimyasal tiirlerin
atom sayis1 gibi yaygin termodinamik 6zelliklerden biridir. Yaygin termodinamik
ozellikler, bu 6zelliklere sahip bir denge halindeki bir sistemin, ikiye esit parcaya
béliindiigiinde yariya inerken, yogun 6zellikler degismeden kalir. Ornegin, hacim,
kiitle, molekiil sayis1 ve entropi gibi degiskenler, yaygin ozelliklere 6rnek olarak
gosterilebilirken, sicaklik ve basing yogun 6zelliklere 6rnek olarak verilebilir. Bir
sistem denge halinde oldugunda, birim kiitle basina diisen entropi tiretim hizi, dis
kisitlamalarla uyumlu olarak minimum olmalidir. Termodinamikte, entropi,
sistemdeki diizensizlik derecesini Olcen ve sistem durumunu tanimlayan bir 6lcii

olarak kullanilir.

Kapali ve izole bir sistemde, entropi her zaman en biiylik degere dogru artma
egilimindedir. Enerji kayb1 ve diger nedenler, sistemi diizensiz ve kaotik hale
getirir. Bu nedenle entropi, bir sistemdeki karmasa veya diizensizlik miktarinin bir
Olciisii olarak yorumlanabilir. Enerji doniistimiinde genellikle enerji kaybi olarak
adlandirilan bir durum meydana gelir. Geri doniisii olmayan enerji akisinin
miktari, korunmayan ve her zaman artan, yani geri dondiiriilemez olan entropi
degisiminin bir Olclisiidiir. Entropi artisi, diizensizligin artmasi anlamina

gelir[17].

Termodinamikte, bir sistem evrenin herhangi bir boliimiinii temsil eder ve bu
boliime biiyiik miktarda parcacik dahildir. Geri kalan kisim ise cevre olarak
adlandirilir. Termodinamik, uygulanan kisitlamalara bagl olarak dort farkli sinifa
ayrilan sistemlere sahiptir. Sistemlerin siniflandirilmasi madde, basing, enerji ve
1s1 transferi gibi faktorlere dayanir. Termodinamigin ikinci ilkesi ise entropiyi ifade
eder. Zaman icinde, entropinin sabit kalacagi ya da artacagi ancak azalmayacagi
belirtilir. Bu ilke, sadece izole veya adiabatik (1s1 veya kiitle kayb1 veya kazancinin

olmadig1) sistemlere uygulanir [3].

Bir sistem mikro durum ve makro durum olmak iizere iki durumdan olusur. Bir

sistem ve cevresi birbirinden izole edilebilir ve boyle bir sistemle cevresi arasinda
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151 veya madde degisimi olmaz. Boyle bir sistem sonunda termodinamik anlamda
bir denge durumuna ulasir, bu da sistemin durumunda 6nemli bir degisiklik
olmayacagi anlamina gelir. Makro durum, basin¢, hacim, sicaklik gibi
termodinamik degiskenleri gozlemleyerek tamamen tanimlanabilen bir
termodinamik durumdur. Dolayisiyla, klasik termodinamikte, bir sistem, deneysel
olarak gozlemlenebilen 6zellikleri ve sistem ile cevresi arasindaki etkileri iceren
makroskobik durumuyla tanimlanir. Termodinamik, sistemde var olabilecek cesitli
mikro durumlar arasinda ayrim yapmaz ve bu nedenle atomik olgekte calisan

mekanizmalarla ilgilenmez [27].
3.4 Bilgi Teorisi (Information Theory)

Bilimsel ve insanlik tarihinin en biiyiik icatlar1 ve kesiflerinin cogu, enerjinin
doniistimii, transferi ve depolanmasi veya bilginin iletimi ve depolanmasiyla
iliskilidir. Ornegin, atesin ve suyun kullanimi, kaldirac ve tekerlek gibi basit
makinelerin icadi, buhar motorunun icadi, elektrik ve atom enerjisinin kesfi,
enerjiyle baglantiliyken, tarih Oncesi donemde konusmanin ortaya cikisi ve
insanlik tarihinin baslangicinda yazinin icadi, ardindan kagit, baski, telgraf,
fotograf, telefon, radyo, televizyon ve nihayetinde bilgisayar ve bilgisayar ag1 gibi
bilgiyle ilgilidir. Bircok icat ve kesif her iki amac icin de kullanilabilir. Ates,
Ornegin, pisirme, 1sitma ve sinyal iletimi i¢in kullanilabilir. Elektrik ise enerji ve

bilgi iletimi icin kullanilabilir.

Enerji ve bilgi cesitli formlarda mevcuttur. Enerjinin gercek formunu (mekanik,
termal, kimyasal, elektriksel ve atomik vb.) ve bilginin gercek icerigini goz ardi
edersek, geriye saf bir miktar kalir. Enerji korunumu prensibi, gectigimiz yiizyilin
ortalarinda formiile edilmis ve gelistirilmistir, oysa bilginin miktar1 1940lardan
sonra incelenmistir. Bilginin saf miktariyla, optik kablo normal elektrik telefon
hattindan ¢ok daha fazla bilgi iletebilir ve genel olarak iletisim kanalinin
kapasitesi, bilgi miktar1 hiz1 agisindan belirtilebilir. Bilginin nicel 6l¢timii iletisim
calismalarindan kaynaklanmasina ragmen, o kadar temel bir kavram ve yontemdir
ki istatistik, fizik, kimya, biyoloji, yasam bilimleri, psikoloji, bilissel bilim,
sinirbilim, bilgisayar bilimleri, ekonomi, isletme arastirmalari, dilbilim, felsefe gibi

bircok alanda yaygin olarak uygulanmaistir.
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Iletisim sistemlerinde bilginin nicel 6lciimiiniin incelenmesi 1920'lerde
baglamistir. 1924'te Nyquist, sabit bir hattin hiziyla bir telgraf devresi tizerinden

iletisim hizinin, mesaj1 kodlamak i¢in kullanilan W = klogm akim degeri sayisinin

logaritmasina bagli oldugunu gostermistir: k, burada bir sabittir. 1928'de Hartley,
iletisimin tiim formlar: i¢cin bunu genellestirmis ve her bir sembol se¢imi icin
kullanilabilir sembol sayisini belirtmistir. Hartley acikca bilgi icin nicel 6l¢iimiin
sorununa deginmis ve bunun psikolojik faktorlerden bagimsiz (veya objektif)
olmasi gerektigini belirtmistir. 1948 yilinda, Shannon {inlii "Bir Iletisim Kurami"
isimli makalesini yayimlamistir. Bu makalede mesajlarin istatistiksel yapisini
incelemistir. Daha sonra Nyquist ve Hartley'in logaritmik bilgi 6lcegini olasiliksal

bir logaritmaya genisletmistir.
3.5 Istatistiksel Entropi

Sistemdeki parcaciklarin hareketi istatistiksel mekanigin konusudur. Bu nedenle,
sistem mikro durumu ile ilgilidir. Sistemdeki parcacik sayisinin fazlalifindan
dolayi, her bir parcanin kendine has durumunu tek tek incelemek miimkiin
degildir. Bu nedenle, mikro durumlarin dagilim fonksiyonlarini karakterize etmek
icin istatistiksel yontemlere basvurulmasi daha uygun bir yaklasim olarak

goriilmiistiir.

Termodinamik durumlarin bir¢ok gerceklesme olasilig1 vardir. Sistemdeki mikro

durum sayis1 N ile gosterildiginde, istatistiksel entropi su sekilde ifade edilir:

S=k,InN @D

(3.1) denkleminde k,, Boltzmann sabiti olarak adlandirilir ve bu denkleme
“Boltzmann entropisi” adi verilir. Boltzmann sabiti genellikle J/K (joule / kelvin)
biriminde ifade edilir. Yaklasik degeri ise k, ~1.380649x107 ~ 1.380649x10J/K
"dir.

Boltzmann entropisi, termodinamigin ikinci yasasinin temelindeki entropi artisi
prensibini, sistemin mikro durumlarindaki belirsizlik ve rastgeleligin artmasi

olarak yorumlamaktadir. Bu prensip, termodinamigin temel yasalarindan biri

olarak kabul edilir ve bircok alanda uygulama alani vardir. Ornegin, istatistiksel
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mekanigin bircok alaninda Boltzmann entropisi kullanilir ve molekiiler dinamik

simiilasyonlar1 gibi bircok uygulama icin temel bir kavramdair [6, 7].

Denklem (3.1)’de sistem tiim mikro durumlarin ayni gerceklesme olasiligina sahip
oldugunu belirtir. Buna gore N arttikca S’de artar ve en olasit maksimum durumu
temsil eder. Gerceklesme durumunun maksimum sayisini verir. Bu 6lci

termodinamik durumun olasilig1 olarak kabul edilmistir.

Boltzmann, termodinamik alaninda yaptig1 calismalar kapsaminda, gazlarin mikro
durumlarina iliskin olasilik dagilimlarinin tahmin edilmesinde entropi Ol¢iisiinii
kullanmistir. Bu baglamda, gaz molekiillerinin yonlii hizlarindaki degisimlere
bagli olarak ortaya cikan olasilik dagiliminin belirlenmesi problemine odaklanarak

calismalarin stirdirmdistiir [28].

Denklem (3.1) gesitli sistem topluluklari i¢in genellestirilebilir. Sistem farkli mikro
durumlar i¢in kullanilabilir. Bir sistemin N tane, farkli, esit olasiliga sahip mikro
durumu olabilecegi varsayildiginda, bu mikro durumlarin ayrintilarini1 dogrudan

O0lcmek zordur. Bu mikro durumlar farkli gruplara ayrilir (bu gruplar makro
durumlar olarak adlandirilir) ve i. makro durumunda n, mikro durum bulunur.

Makro durumlar deneysel olarak daha kolay ayirt edilebilir ¢linkii bazi
makroskobik, ol¢iilebilir bir 6zellige karsilik gelirler [29]. Her makro durumdaki
tim mikro durumlarin toplaminin, mikro durumlarin toplam sayisina esit olmasi

gerekmektedir, bu durum Denklem (3.2)’de gosterilmistir:

> n,=N (3.2)

i

N, tiim mikro durumlarin olusturdugu olay sayisidir. Sistemin i . makro durumda

bulunma olasilig1 asagidaki gibi ifade edilir:
pi = ni/N (3.3)

> p,=1 oldugu bilindiginden toplam entropi S, =kyInN olarak ifade edilir.

Ancak sistemdeki mikro durumlar hakkinda olas: tiim bilgiler elde edilemeyecegi

icin ve kolayca 6lciilemeyecegi icin bu sonuca ulasmak zordur. S, ; farkl makro
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durumlarin toplaminin entropi miktarini ifade eder. S 6l¢iilebilen entropi miktari

olmak tizere;

S, =5+ (3.4)

micro

Farkli mikro durumlarda meydana gelen, ol¢lilemeyen entropi miktar1 S .

Denklem (3.5) ile ifade edilir:

Smicro = zpisi (3'5)

Burada S, makro durumlan olusturan mikro durum entropisidir. S, =k,Inn,

olarak ifade edilir. p, belirli bir makro durumun olasilig1 olmak iizere;

5= Stop _Smicro (36)
=k,(InN-> p,Inn,) (3.7
=k, > p,(InN—-Inn,) (3.8)

Logaritmik ozelliklerden yararlanildiginda InN-Inn, =—In(n,/N)=-Inp, elde

edilir. Bu durumda Gibbs entropisi asagidaki gibi ifade edilir [29]:

S=—k32pi Inp, (3.9)

Istatistiksel entropiyi olusturmak icin tiim olas1 durumlari N ile bélerek istatistiksel

entropi olusturulur ve S’in 6l¢iimii mikro durumlarin sayisina baghdir.

Entropi, deney oncesi olaylarla ilgili belirsizligin bir 6lciisti olarak kabul edilir.
Deney tamamlandiginda belirsizlik giderilir. Bu, deneyin olaylar hakkinda bilgi
sagladigi anlamina gelir ve bu bilgi, olaylarin entropisiyle esdeger olan belirsizlik

anlamina gelir.
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3.6 Shannon Entropisi

1948 yilinda, Shannon teorik bilgi ve basit bilgilendirici entropisi kavramlarini
ortaya att1 [18]. Bu kavramlar “Shannon entropisi” olarak adlandirilmaktadir.
Shannon, bilgi miktar1 belirli oldugu zaman, belirsizligin azaldigini ya da ortadan
kalktigini ifade etmistir. Bu sekilde “belirsizlik 6lciisii” elde edilir. Bu durumda
entropi “belirsizlik miktar1” olarak da isimlendirilir. Bilgi miktar ise belirsizligin
tersi olarak ifade edilir [30]. Shannon entropi teorisini bilgi miktarin1 ya da
belirsizlik miktarini 6lcebilmek icin gelistirmistir. Bir kesikli rasgele X degiskeninin
N tane olayin py, p,, ..., py olasiliklari ile meydana gelmesi Shannon entropisinin

temelini insa eder.

x,1=12,...N tane kesikli durumun olasiliklar1 p,,p,,...,py olsun. Burada

P={p,,P,,..., Py} her deger bir olay: temsil eder. Bu durumda;

1 1 1 1
—log (—j =—log(—)—log(—) —...—log(—) (3.10)
PP, Py Py P, N
Denklem (3.10), N tane olayin birlikte gerceklesmesini gozlemleyerek elde edilen
bilgiyi ifade eder. Denklem (3.10) da verilen serinin ortalama bilgi miktari, bu

serinin beklenen degeri olarak ifade edilir ve asagidaki gibi gosterilir:

N (3.11)
Hs :_Z pi log Pi

i=1

Denklem (3.11)’de ifade edilen “ H, ” degeri kesikli degerler alan X, degiskeninin

Shannon tarafindan 1948 yilinda aciklanan entropi degeridir [31]. Shannon’in
1948’te “bilgi entropisi” olarak kullandig1 Denklem (3.11)’ te verilen ifade ile
denklem (3.9)’da verilen termodinamik entropi ifadesi ayni formdadir ve bu iligki
“Boltzmann ve Gibbs” tarafindan gelistirilmistir. Dolayisiyla bazi arastirmacilar
“Shannon entropisi” olarak kullanilan bu ifadeyi “Boltzmann — Gibbs entropisi” ya

da “Shannon-Boltzmann-Gibbs entropisi” olarak da kullanmaktadirlar [32].

H, entropi denkleminde X =(X,X,,...,X,)rastgele degisken olmak iizere,

S

P={p.P,,---,Py}; Nboyutlu X 6rnekleminin olasilik dagilimidir.
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P(X=%)=p, P(X=%X)=p, ... P(X=Xy)=py olarak  gosterildiginde

N
Z p(x,) =1 olmak iizere, H(X)’e veya H(P)’ye “Shannon Entropisi” veya ‘Bilgi

i=1

Entropisi” denir [33]. Kesikli degerler alan X, degiskeni icin, olasilik yogunluk

fonksiyonu olmak p(x;) olmak iizere entropi degeri asagidaki gibi hesaplanir:

Hs (X)=H(P)=-K> p(x)log([ p(x)] (3.12)

i=1

Siirekli degerler alan X, degiskeni i¢in, yogunluk fonksiyonu f(x;) olmak iizere

Shannon entropi degeri asagidaki gibi hesaplanir:

Mo (X) = H(P) = [ £(x)log f (% )dx (3.13)

—00

Denklem (3.12)’ye gore asagidaki ifadeler yazilabilir:

e 0log0=0 oldugunda ve x — 0 oldugu durumda xlogx —» 0 olacagindan
dolay sifir olasilikli terimler eklemek entropi degerini degistirmez.
e Entropi sadece X degiskeninin olasilik dagilimina baglidir, degiskenin
kendi degerine bagl degildir.
k , Boltzmann sabiti kullanilan logaritma tabanina bagli bir degerdir. Bu degere
“entropi birimi” de denilebilir. Eger farkli entropi birimleri kullanilirsa logaritma

tabanlar da degisir. Ornegin taban;

e 2 olarak kullanilirsa birim degeri “bits (binary digits)” olarak isimlendirilir
[4, 34].
e e olarak kullanilirsa birim degeri “nat (natural)” olarak isimlendirilir.

e 10 olarak kullanilirsa “decibels”, “logit” ya da “docit” olarak kullanilir [34].

Genel olarak k =1olarak alinir ve H(x) ifadesi asagidaki gibi yazilir:

Hs(x):H(P):_Z p(Xi)IOg[p(Xi)] (3.14)
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Bu ifade rastgele X degiskenindeki bilgi miktarin1 ya da P(x) olasilik

dagilimindaki bilgi miktarini 6lcer. Bu o6lciim, bir degiskenin belirsizliginin bir

Olctisiidiir ve tek bir degerdeki ortalama bilgi miktarini gosterir. Bu sayede,

Shannon entropisiyle bilgi miktar1 arasindaki iligki aciga cikar.

bits 1.0}

0.8F

0.6f

H(X)

0.4F

0.2+

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p(.\')

Sekil 3.1 Entropi ile Karsilikl Bilgi Arasindaki iliski[35]

Entropi fonksiyonun ozellikleri asagida belirtilmistir:

i.

ii.

p,=1 ise H,(X)20olur. Entropi degeri hicbir zaman negatif olmaz, her

zaman pozitif degerler alir:

0<H(x)<logN (3.15)

Bircok olasilik dagiliminin ve entropilerin bu iki limit deger arasinda yer

aldig1 soylenebilir: Entropi minimum oldugunda H,,, =0 olur ve sistem

tamamen diizenlidir, herhangi bir belirsizlik s6z konusu degildir. H ’nin

alabilecegi en biiyiik deger log N ’dir. Diger yandan maksimum entropi (
H (X)) maksimum belirsizlik 06l¢lisii olarak adlandirilir ve sistemdeki

biitiin olaylar ayni olasilik ile gerceklestiginde diizensizlik maksimum olur.

Eger dagilim tekdiize (uniform) ise, entropi en yiiksek seviyede olur (
Z p, =1 ).
i=1
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iii. p=1/2 oldugunda Shannon entropisi maksimum degerini alir, en fazla
bilgi degeri elde edilir.
iv. p=1yadap=0 oldugunda entropi sifir degerini alir. Tigilenilen durum ile

ilgili bilgi miktar1 minimum diizeyde elde edilir. Bir sonuc neredeyse kesin

oldugunda, yani olasilig1 (p) neredeyse 1 oldugunda, durum ¢ok az bilgi

sagladigindan sonu¢ tahmin edilebilir. Bilgi teoride tanimlandig: gibi, bilgi
kavrami bir olayla iliskili saskinlik veya belirsizlik derecesiyle yakindan
iligkilidir.

Bilgi teorisine gore, elde edilen bilgi miktar1 bir olayin olasiligiyla ters orantilidir.

Bir olay cok olas1 oldugunda (p = 1), bu olayin beklenildigi ve ¢ok fazla yeni veya

beklenmedik bilgi saglamadig1 anlamina gelir. Bagka bir deyisle, bir sonucun ne

kadar kesin oldugu, tasidig: bilginin miktarini azaltir.

Bunu anlatmak icin, adil bir sekilde atilan bir para 6rnegini diisiinsiin. Eger para
tarafsiz ise yazi (Y) veya tura (T) olmak iizere iki olasi sonucu vardir. Her bir

sonucun olasihigi p=0,5 olur. Eger sonug¢ yaz ise, elde edilen bilgi miktar:
log, (1 / p) = log, (1/ 0.5) = 1 bit olur. Ancak, sonuc kesin ise, 0rnegin yaziysa ve
p =1 ise, elde edilen bilgi log, (1/p) = log, (1/1) = log, (1) = 0 bit olur. Bu, bir
sonu¢ neredeyse kesin oldugunda (p=~1), ortalama bilgiye cok az katkida
bulundugunu gésterir. Ozetlemek gerekirse, yiiksek bir olasiliga sahip bir sonuc

p ~1), saskinlik veya belirsizlik eksikligi nedeniyle az bilgi saglar [34, 36].

Eger X degiskeni rastgele bir degisken degilse, olasilik kesin bir deger olan “1”
degerini alacaktir ve diger alternatif degerlerin olasiliklar1 “0” olacaktir. Bu
durumda Denklem (3.13) ile hesaplanan entropi fonksiyonu minimum degerini

alir. Bu degere gore sistem tertiplidir. Diger taraftan biitiin X;’lerin esit oldugu,
degiskenin tekdiize(uniform) dagilim gosterdigi ( p,=1/N,i=12,...,N )

varsayildiginda, tiim olasiliklar her deger i¢in esittir. Bu durumda Denklem (3.13)
asagidaki gibi ifade edilebilir ve entropi fonksiyonunun maksimuma ulastig1

durumu gosterir ve maksimum entropiyi ifade eder:
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H(X)=H_(X)=logN (3.16)

Herhangi bir siirecin/degiskenin entropisinin Denklem (3.16)’te tanimlanan

sinirlar dahilinde her zaman pozitif degerler aldig:1 soylenir.

Olaylarin gerceklesme olasiliklar sifira yaklastiginda, bu siirecten daha fazla bilgi
elde edilir. Belirsizlik veya diizensizlik en yiiksek oldugunda, maksimum entropi

ortaya cikar.
3.6.1 Rényi Entropisi

Parametrik entropi ailesi, Alman fizik¢ci Alfred Rényi tarafindan 1961 yilinda
Shannon entropisinin matematiksel bir genellestirmesi olarak tanitilmistir. Rényi,
Shannon Entropisi, Kapur entropisi ve diger entropi cesitlerini genellestirerek
Rényi entropisini olusturmustur.

Rényi'nin entropisinin gelistirilmesiyle birlikte bilgi o6lciilerinin parametrik
genellestirilmesi ortaya c¢ikmistir. Shannon'in entropisinin taniminda ele alinan
aksiyomatik yaklasim, Rényi tarafindan 1961 yilinda yeniden incelenmistir. Bu
yeniden incelenmede, zincir kurali yerine iki ayri1 kesikli dagilimin ¢carpiminin ilgili
rastgelelik Olciilerinin toplamina esit oldugu daha kirilgan bir rastgelelik 6lciim
gerekliligiyle degistirilmistir. Baska bir deyisle, iki bagimsiz olayin birlikte
gozlemlenmesinin, toplamlarina iliskin bilgi kadar bilgi saglamasi gerektigi ifade

edilmistir [37].

N
Belirsizlik miktar1 ya da p; =0 ve > p,=1 olan P = (p, p,, ..., p,)olasilik

i=1
dagiliminin entropisi, H(p)=H(p,, p,, ..., P,) ile él¢iiliirve p,, p,, ..., p, deney
sonuglarina sahiptir. Burada H(p,1-p), 0<p, <1 arahginda p ’nin siirekli bir

halidir.

1961 yilinda Rényi kesikli degerler alan X, degiskeni asagidaki entropi formiiliinii

tanimlamaistir:
1 N,
Ho (P Por e o) = -7 alog(Z piJ (3.17)
- i=1
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Denklem (3.17)’de & >0 ve « #1’dir. Bu denkleme “P dagiliminin a dereceli
Rényi entropisi’ denir.
X; degiskeninin siirekli bir degisken olmas1 durumunda Rényi entropisi asagidaki

gibi hesaplanir:

1
1—

H,(X)=—log [ £ (x)dx (3.18)

Stirekli degerler alan X, degiskeni icin, yogunluk fonksiyonu f(x) olmak iizere
Denklem (3.17) ile Denklem (3.11) ayni oldugu goriilmektedir [38]. Dolayisiyla
Shannon entropisi « —1 Rényi entropisi Shannon entropisine yakinsar. Rényi ve
Shannon entropilerine bakildiginda, Shannon entropisinin Rényi entropisinin

0zel bir hali oldugu goriiliir, Shannon entropisi Rényi entropisinin limit alinmis

halidir [39].

N

1 Z P

HR(X)=1—|09‘:Nl— (3.19)

y Z pi
i1

Shannon ve Rényi entropileri arasindaki temel ayrim, logaritmanin ifade icindeki

konumudur. Shannon entropisinde, olasilik yogunluk fonksiyonunun (log[ p(x,)]

) agirliklandirilmas: teriminde yer alirken, Rényi entropisinde ise logaritma,
olasilik yogunluk fonksiyonunun icermis oldugu a kuvvetine sahip bir terimin
disinda bulunur. Ayrica Rényi 'nin entropi 6lciisii, a parametresi nedeniyle cok

daha esnektir [40].
3.6.1.1 Rényi Entropisinin Ozellikleri

e Rényi entropi ol¢iisit H, (p,, P, ..., Py), Py tane tim olasihigin siirekli bir

fonksiyonudur. Olasilik dagilimindaki bir degisiklik entropi degerinde de

degisiklik meydana gelmesine neden olacaktir [41].
e Rényi entropisi negatif deger alamaz; H,(X)>0.

e o’nin farkl degerleri icin Rényi entropisi korelasyonludur.
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e Rényi entropisi stirekli degerler alir ve sinirhidir,
H(X)=H_(0, 1)=H_(1, 0)=0.

e «a<1 icin Rényi entropisi konkavdir. & >1 icin entropi konkav ya da
konveks degildir.

e H (1/ n,o.... 1/ n), n’nin artan bir fonksiyonudur. Secenekler arttiginda
belirsizlik ve diizensizlik artar, dolayisiyla entropi de artar.

e Rényi entropisi toplanabilirdir. Eger p = (p s Py ) ve q=(ql,...,qN) iki
bagimsiz olasilik dagilimi ise ve bunlarin birlesik olasilik dagilimlar: p - g
ile temsil ediliyorsa, toplanabilirlik 6zelligi yandaki gibi saglanmis olur:
H(p-q) = H(p) + H(q)

3.6.2 Tsallis Entropisi

Constantino Tsallis 1988 yilinda p olasilikla gerceklesen bir olayin bilgi

miktarindaki kazanci asagidaki formiil ile aciklamistir [42]:

G(p)=Al= qL_l[(l— pi )] (3.20)

k , pozitif bir tamsay1 temsil eder; q ise herhangi bir sayidir. Tsallis entropisi
kazang fonksiyonunun beklenen degeri olarak ifade edilebilir ve kesikli degerler

alan x, degiskeni asagidaki gibi yazilir [43]:

N (3.21)

Stirekli degerler alan X, degiskeni asagidaki gibi hesaplanir [38]:

Hy =E(AI)=qL1jf“(x)dx—1 (3.22)

H; degeri her durum icin sifira esit veya sifirdan biyiiktiir. Bu durum Shannon

entropisinin (ya da bazi kaynaklara gore Boltzmann- Gibbs Entropisinin)

genellestirilmis halidir [44].
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Tsallis entropisine g entropisi ismi de verilmektedir ve asagidaki oOzelliklere
sahiptir [45]:

* Her durum i¢in tiim olasiliklar esit oldugu zaman Tsallis entropisi maksimum

degerini alir [46].
* N =1 oldugu durumda entropi sifir olur.

* ( degeri “1” oldugu zaman Tsallis entropisi Shannon Entropisine yakinsar (

a>0,az1).
3.6.3 Bilesik (Joint) Entropi

Bilginin kavrami, tek bir tanimlamayla tam olarak aciklanmasi miimkiin bir
kavram degildir. Bununla birlikte, herhangi bir olasilik dagilimi icin, bilgi 6l¢iisii
olarak kabul edilen bir nicelik olan entropi tanimlanabilir. Bu kavram, bir rasgele
degiskenin diger bir rasgele degisken hakkinda ne kadar bilgi icerdigini Olcen
karsilikli bilgiyi tanimlamak icin genigletilir. Entropi, daha sonra bir rasgele

degiskenin kendi bilgisi haline gelir.

Ayni olasilik uzayinda tanimlanmis X ve Y iki bagimsiz rasgele degisken olsun. X
, ix,x,, ...,x,} degerlerini alirken, Y degiskeni {y,,y,, ... ,y,} degerlerini
alsin. Denklem (3.23) ve (3.24)’te X ve Y rasgele degiskenlerinin birlesik olasilik
dagihmi (p(x;,y;))

p=2p;=P(X=x), i=1..n, p+..p,=1 (3.23)
j=1

quzpij:P(Y:yi), i=1....m, g +...q =1 (3.24)
i=1

X ve Y rasgele degiskenlerinin bilesik entropisi ise asagidaki gibi hesaplanir:

H,,(X,Y)==2.> p(x, y)logp(x, y) == p;logp;) (3.25)
j=1 i=1 j=1 i=1
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Eger X ve Y degiskenleri bagimsiz ise bilesik entropi, degiskenlerin entropilerinin

toplamina esit olur. Bagimsizlik durumunda p(x, y) = p(x)q(y) yazilabilir ve bilesik

entropi asagidaki sekilde ifade edilebilir:
H(X,Y)=H(X)+H(Y) (3.26)
Birlesik entropi ayn1 zamanda asagidaki gibi yazilabilir:
H(X,Y)=—Elogp(X,Y) (3.27)

Denklem (3.27) yandaki gibi aciklanabilir: “Bir rastgele degisken verildiginde,
ayni zamanda bir bagka rastgele degiskenin kosullu entropisi, kosullu dagilimlarin
entropilerinin beklenen degeri olarak tanimlanir ve bu beklenen deger,

kosullandirma rastgele degiskeni {izerinden ortalama alinarak hesaplanir.
3.6.4 Kosullu (Conditional) Entropi

Rastgele X degiskenin bir bagka rastgele degisken olan Y ’ye gbre entropisine

“kosullu entropi” denir. p(x‘y) kosullu olasiigi ifade etmektedir ve

p(x‘y):% ile hesaplanmaktadir. Denklem (3.28)’da kosullu entropi ifade
Py

edilmistir:

H(X[Y) == p(y)>_p(x|y)log p(x|y) (3.28)

Diger bir ifadeyle, “bir degiskenin digerine gore kosullu olasiliginin logaritmasinin
beklenen degeri, negatiftir” denir. Zincir kurali, kosullu entropi ile bilesik entropi

arasinda iliskilendirmek acgisindan 6nemlidir [13].

e X ve Y gibi rastlantisal degiskenlerin bilesik entropisi, zincir kuralina
gore, bir degiskenin entropisi ile diger degiskenin bu degiskene gore
kosullu entropisinin toplamina esittir. Bu teorem “zincir kurali teoremi”

olarak adlandirilir ve asagidaki gibi ifade edilir:

H(X,Y)=H(X)+H(Y|X) (3.29)
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H(X,Y)=H(Y)+H(X|Y) (3.30)

e X ve Y gibi rastlantisal degiskenler bagimsiz ise:

H(Y|X)=H(Y) (3.31)
H(X|Y)= H(X) (3.32)

e X ve Y gibi rastlantisal degiskenlerin kosullu entropisi, degiskenlerin

kendi entropileri toplamina esittir ya da bu toplamdan kii¢tiktiir.
H(X,Y)<H(X)+H(Y) (3.33)
3.6.5 Goreli (Relative) Entropi ve Kullback — Leibler Mesafesi

Relative entropi ilk olarak Kullback ve Leibler tarafindan tanimlanmistir [47, 48].
Kullback Leibler uzakligi, capraz entropi, bilgi ayrisimi ve ayrimcilik i¢in bilgi gibi
cesitli isimlerle bilinir ve Csiszar [2] ve Amari [49] tarafindan detayl bir sekilde

incelenmistir.

X, kesikli bir dagilima sahip rastgele bir degisken olsun. Bu degiskenin olasilik

yogunluk fonksiyonu p(x) =P {X = x} olsun.

Goreli entropi (relative entropy), DKL(qu) ifadesi “Goreli (Relative) Entropiyi

ifade eder. iki dagilim arasindaki mesafe Goreli Entropi kullanarak élciilebilir.
Entropi, Denklem (3.34)’te ifade edildigi gibi, olasilik oraninin beklenen

logaritmasidir.

Gercek dagilimin p oldugu durumda, dagilimin g oldugunu varsaymanin
etkinliginin Olctistddr.

iki olasilik kiitle fonksiyonu p(x) ve g(x) arasindaki “Géreli entropi (Relative

Entropy) veya Kullback-Leibler uzakligi (D, (.) )”asagidaki sekilde tanimlanir:

D - log P9 _ E 10 P2
@)= p) %8 o)~ OB (X (3.34)
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Entropi sadece p =g oldugu durumlarda sifir degerini alir. Entropi miktar: ne

kadar az ise, kullanilan degiskenlerin dagilimlari birbirlerine yakindir fakat
entropi miktari fazla ise dagilimlar birbirlerinden o kadar farklidir. Matematiksel

olarak bu ifade asagidaki gibi ifade edilir:

DKL(qu);é DKL(qHP) (3.35)

Goreli entropi dagilimlar arasindaki uzaklik 6lciisti olarak tanimlanabilir [50].

Goreli entropi ayn1 zamanda entropi degerinin maksimum entropi degerine orani

olarak da ifade edilebilir:

H(X) _ H(X)
RTH_(X) logN

max

(3.36)

Goreli (Relative) entropi bazi kaynaklarda “boyutsuz entropi” olarak da

adlandirilmaktadir [17].

X, stirekli bir dagilima sahip rastgele bir degisken oldugunda p(x) olasilik

yogunluk fonksiyonunun entropisi denklemin integrali alinarak asagidaki gibi

hesaplanir:
H(X) =~[log p(x)p(x)dx = =E, [log(p(x)) | (3.37)
1(X) =~[ [ 1(x, y)p(x, y)dxdy == Ey, [1(x, )] (3.38)
Dy, (p()]0) = [ pytog B dx = E, {log@} (3.39)
4(x) 4(x)

Yukarida verilen Denklem (3.37),(3.38),(3.39)’ta kullanilan p(.) ve g(.) ifadeleri
olasilik yogunluk fonksiyonlarini ifade ederken, I(x,y)karsilikli bilgiyi (MI), E(.)

ise beklenen degeri gosterir [40].
3.7 Karsilikh Bilgi (Mutual Information- MI)

Bilgi teorisinin gelisimine bakildiginda Nyquist (1924) ve Hartley (1928), iletisim

kanallar1 icin matematiksel bir 6l¢ciim gelistirmek icin ¢alismislardir [51, 52]. Daha

26



sonra, Shannon (1948) ve Wiener (1948), Ikinci Diinya Savasi'ndan kisa bir siire

sonra bilgi teorisinin dogmasini saglayan énemli katkilarda bulunmuslardir [53].

Bilgi teorisi alaninda temel bir kavram olan entropi, veri sikistirma ve iletiminin
temel yasasini olasiliksal bir yaklasimla diisiinme konusunda devrim niteliginde
bir yenilik olarak Claude E. Shannon tarafindan tanitilmistir. Shannon'in entropisi,
bilgi teorisi literatiiriinde son yillarda gerceklesen en 6nemli ilerlemelerden biri
olarak kabul edilmektedir. Fikirleri biiyiik bir heyecan yaratmis ve iletisim, veri
depolama ve isleme, bilgisayarli gortisme, tibbi goriintiileme, giivenilirlik teorisi
ve diger bilgi teknolojilerinin gelisimi icin temel olusturmaya devam etmistir,
iletisim veya kanallar iizerinden sinyal iletimi problemlerini incelemek ve ¢6zmek

icin bir arac¢ olarak tanmitilmistir [37, 54].

Rastlant1 degiskeni farkli degerler aldiginda bir olayin gerceklesmesi ile ilgili
belirsizlik s6z konusu olur. Bir durum ile ilgili belirsizlik s6z konusu ise “bilgi
miktar1” bu olay gozlemlenerek belirlenebilir. Bir olay yiiksek ihtimalle meydana
gelirse, olaydan elde edilecek bilgi miktar1 minimum olur. Diger taraftan, bir
olayin geceklesme olasilig1 az oldugunda elde edilen bilgi miktar1 artar ya da bir
olayin gerceklesmesi belirsizlik miktarin1 azaltir. Ayni sekilde eger bir olayin
gerceklesmesi kesin ise bu olayin gerceklesmesi ile daha az miktarda bilgi ortaya
¢ikar ya da bu siireci tanimlayabilmek i¢in daha fazla miktarda bilgiye ihtiyac
duyulur. Bu durum entropi, bilgi miktari, belirsizlik arasinda bir baglanti

oldugunu ortaya koyar.

Karsilikli bilgi, iki olasilik dagilimi arasindaki mesafeyi 6l¢en daha genel bir nicelik
olan “Goreli entropinin (Relative Entropy)” 6zel bir durumudur. Tim bu
tanimlamalar birbirleriyle yakindan iligkilidir ve bir dizi basit 6zelligi paylasirlar
[48].

P(x)={py P,y -.., Py} olasilik dagilimina sahip, X :{x, X,, ..., Xy} bir rasgele
degisken diistintilsiin. Degisken gozlemlendiginde X, degerini aliyorsa, bu
siirecten bir bilgi elde edilir. Elde edilen bu bilgi miktar1 |, ile gosterilir ve

olasiligin logaritmik biiyiikliigii olarak ifade edilir:
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I, =—log p, =|log p| (3.40)

Gozlem yapilmadan dnce degisken hakkindaki belirsizlik miktarini 6lcebilmek icin
belirsizlik miktar1 ile bilgi miktar1 arasinda bir iliski kurulabilir. Belirsizlik miktar1
gozlem yoluyla elde edilmesi beklenen bilginin ortalama degeridir. Dagilimin
entropisi Denklem (3.41) ile verilmistir. Bilgi miktar1 olarak tanimlanir ve

asagidaki gibi ifade edilir:

(3.41)

N
H = Zpili Z Iog p| Zpl“og p|
i i=1

Bu olasilik dagilimin entropisi, gozlemden elde edilen beklenen bilgi miktarini

gosterir. 0< p, <1 oldugu icin, H her zaman pozitif deger alir.

Esit olasiliklara sahip iki olasiik dagilimi oldugu disiiniilsiin. Bunlar p, = p(
i=12,...,N) ve q,=q(i=12,...,M) ile ifade edilsin. Bu iki dagilimdan elde

edilen bilgi miktar1 arasindaki fark asagidaki sekilde ifade edilir:

| =AH =H_ —H_=log, p-log, q=log,(p/q) (3.42)
Burada Hp bilgi miktarini ya da {pi =12, ..., N} olasiliginin entropisini, Hq
ise ayni sekilde bilgi miktarini ya da {q, , i = 1, 2, ..., M} olasiligmnin entropisini

gosterir. ki rastgele degisken arasindaki karsilikl bilgi, birbirleri hakkinda iletilen
karsilikli bilgi miktarini 6lcer. Baska bir ifade ile Y hakkinda bilgi edinmekten
kaynaklanan X hakkindaki belirsizlikteki ortalama azalmay1 Olcer ve “I ” ile ifade
edilir:
e Eger q>p yada M<N ise | =AH >0 ise entropi artar. Belirsizlik
ortadan kalkar, olasi sonuglarin artmasi ile bilgi kaybolur.
e Diger taraftan, bilgi miktarinin artmasi, q<p ya da M <N olmasi
durumunda ve | =AH <0 ise gerceklesir. Elde edilecek olasi sonuclarin

azalmasi ile elde edilecek bilgi miktar artar.

28



Maksimum entropi (H,,, (X)) “maksimum belirsizlik 6lciisii” olarak adlandirilir

ve sistemdeki biitiin olaylar ayni olasilik ile gerceklestiginde diizensizlik

maksimum olur. H ile karsilastirilldiginda bilgi miktar1 asagidaki gibi

max

hesaplanabilir:

| = Hp -H =logn +> p log p,=>p, log (%}:Z p, log (%J (3.43)
i=1 i=1 i

Denklem (3.43) de ¢, =1/n ile ifade edilir. {q,} prior dagihm, {p;} ise posterior
dagilim olarak kabul edilir. Her olay farkli bir olasilikla gerceklesir.

X ve Y gibi iki rasgele degisken tanimlansin. Bu degiskenlerin olasilik yogunluk

fonksiyonlar1 p(x) ve p(y) ile birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu ise p(x,y) ile

gosterilsin. Iki degisken arasindaki karsilikli bilgi hesaplamasi degiskenlerin

kesikli veya siirekli olmas1 durumunda asagidaki gibi hesaplanir [13]:

e x, degiskeni kesikli ise asagidaki gibi hesaplanir:

1061 = Tt plog ’f()pf;) (3.44)

e x, degiskeni siirekli ise karsilikl bilgi miktar1 asagidaki gibi hesaplanir:

IX,9)= | f(x,y)log% (3.45)

Bilginin Olcilisii entropidir, entropi rastgelelik veya karisikligin bir Olcisiidiir.
Fiziksel sistemler giderek daha az diizenli hale gelmeye egilimlidir. Eger bir sistem
son derece diizenli ve rastgelelikle aciklanamiyorsa, bu sistemin entropisi (bilgi

miktar1) diistiktiir.

Bir olayla ilgili belirsizlik ne kadar yiiksek ise o olay ile ilgili bilgi elde etme miktar1
artacaktir. Belirsizlik bir olayin farkli degerler alabildigini ifade eder. Biiyiik
olasilik ile meydana gelmesi beklenen deger daha az bilgi tasir. Bir olayin kesin
bir deger ile ortaya cikmasi “belirsizligin 6lciisii (the measure of uncertainty)”

olarak ifade edilir. Shannon (1948) entropiyi bir olayin alternatif degerlerinin
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olasiliklarinin beklenen degeri olarak belirtmistir. Elde edilen bilgi miktar1 dolayh
olarak Olciilen belirsizlik ya da entropi miktarindaki azalma olarak ifade edilmistir.

Bu durumda belirsizligin bir bilgi miktar1 olarak tanimlanabilecegi belirtilir [55].

Olasiliksal belirsizlik sonuclarin olasiligi ile ilgili oldugu gibi, ge¢cmisten giiniimiize
ve gelecege dogru artmasi sonucu ile zaman ile de baglantilidir. Ayrica verilerin,
degiskenlerin durumlari, tahmin, planlama, simiilasyon gibi konularla da ilgilidir.
Bazi degiskenlerin bilinmeyen durumlari kullanilarak diger degiskenlerin
durumlari ifade edilmeye calisilabilir. Eger degiskenler arasinda tek bir iliski varsa
model deterministiktir(kesindir). Aksi durumda ise model kesin degildir ve
belirsizlik s6z konusu olur. Belirsizlik dogru modeli elde etmek ile ilgilidir (dogru
modelin kurulmasi ile ilgilidir- veriyi en iyi temsil eden modelin elde edilmesi ile
ilgilidir).

3.8 Entropi ve Varyans Arasindaki Iligki

Deneysel verilerin analizinde, belirsizlik miktarinin 6l¢timii ya da bilgi kaybi veya
kazanimi Ol¢limii icin genellikle varyans kullanilir. Entropi, olasilik yogunluk
fonksiyonunun daha yiiksek diizeyli istatistikleri hakkinda bilgi icererek Gauss
dagilimlarindaki varyansin roliinii genellestiren bir belirsizlik olciistidiir [56]
[57]. Dolayisiyla entropi Olciisiinii belirlemek miimkiin olan her durumda varyans
hesaplamasi da gerceklestirilebilir ama bunun tersi s6z konusu degildir. Ayrica
varyans ornek boyutu kii¢iik oldugunda kullanilmasi ¢ok uygun bir o6lcii degildir.

Bu durumlarda entropi 6l¢iisiiniin hesaplanmasi daha uygun olabilir.

Varyans ve entropi arasinda bazi sezgisel benzerlikler ve farkliliklar
bulunmaktadir. Ikisi de bir durum altinda yogunlasma veya yayilma olciitleridir.
ikisi arasindaki 6nemli bir fark, varyansin yalmzca yogunluk ortalamasi etrafinda
merkezlenen bir 6l¢ii oldugu, entropinin ise yogunluk icindeki konumlarindan
bagimsiz bir Olc¢ii oldugudur. Bir diger fark ise entropinin yogunlugun esit
dagilimdan sapmasini 6l¢mesi (maksimum belirsizlik saglayan dagilim), varyansin
ise kendi dagiliminin ortalamasindan uzakliklarin bir ortalamasi oldugudur. Bu,
dagilimin entropisinin her zaman dagilima bagl olmayan tutarli bir temel ¢izgiye
sahip olmasiyla acgiklanabilirken, varyansin kendi dagilimina bagh oldugu ifade

edilebilir [58].
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Siirekli rasgele degiskenler icin, E(X*)<o = H(X)<o, entropi ve varyans
arasinda bir karsilastirma yapilabilir, ancak bu iki 6zellik her zaman birbiriyle esit

olmayabilir. Shannon, siirekli bir rasgele degiskenin entropisi ile varyansi arasinda

asagidaki karsilastirmay1 Onermistir:

2H(X)

< Var(X) (3.46)
2rme

Denklem (3.46) ile verilen esitlik yalnizca rasgele degisken X normal dagilima
sahipse gecerlidir. Bu, “entropi gii¢ orani” olarak bilinir ve varyans ile entropi

arasindaki iliskiye vurgu yapar [58].
3.9 Karsilikhi Bilgi ve Entropi Arasindaki Iliski

Karsilikli bilgi I(X;Y); ortak dagilim ve carpim dagilimi (p(x)p(y)) arasindaki

goreli entropidir.

1GY p(x,y)
(X;Y)= mew g(ﬂmw (3.47)
=> p(x,y)log ) (3.48)
o7 p(x)
= p(x,y)log p(x) + Y p(x, y)logp(x|y) (3.49)
= - p(x)log p(x) — (= p(x, y) logp(x|y)) (3.50)
= H(X)-H(X[Y) (3.51)

Bu nedenle, karsilikli bilgi I(X;Y), Y 'nin bilgisine baghh olarak X'in

belirsizliginde meydana gelen azalmayi ifade eder[59].

Simetriden dolay1 Denklem (3.51) asagidaki gibi yazilabilir:

I(X;Y)=H(Y)-H(Y|X) (3.52)
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Denklem (3.52) ile simetriden dolayi, X degiskeninin Y degiskeni hakkinda
verdigi bilgi kadar, Y degiskeninin de X degiskeni kadar bilgi verdigi goriiliir.
Bu nedenle, bir rasgele degiskenin kendiyle olan karsilikli bilgisi, rasgele

degiskenin entropisiyle aynidir.

I(X;Y) = H(X)—- H(X|Y) (3.53)
I(X;Y)=H(Y)-H(Y|X) (3.54)
I(X;Y) = H(X)+H(Y)-H(X,Y) (3.55)
I(X; X) = H(X) (3.56)

Karsilikli bilgi ve entropi arasindaki iliski asagidaki tabloda gosterilmistir:

H(X,Y)

H(X) N H(Y)
N\

/

Sekil 3.2 Entropi ile Karsilikli Bilginin Venn Diyagrami
H(X), H(Y), H(X,Y), H(X|Y), H(Y|X) arasmdaki ~iliski ~ Sekil ~ 3.2'de
gosterilmistir. Karsilikli Bilgi I(X;Y), X’teki bilgi ile Y ’deki bilginin kesisimi
olarak goriilmektedir. Bilgi miktarindaki artis, aym1 miktarda belirsizligi

kaybetmek anlamina gelir, bu nedenle karsilikli bilgi (I) ve entropi degeri (H ),

hesaplamalarinda sadece isaret agisindan farklilik gosterir ve asagidaki sekilde

ifade edilebilir:

H=-I=-)p logp, (3.57)
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Entropi, rasgele degiskenlerin olasiliklarina baghdir, rastgele degiskenlerin gercek

degerlerine bagl degildir. Dikkat edilmesi gereken bir nokta, I hi¢bir zaman

pozitif olmaz, degeri 0ile — arasinda degisirken p degeri Oile1 arasinda

deger alir.

H(X,Y)

H(X)

e H(XIY) ———sk— I(X,Y) ——— H(YIX) —&

H(Y)

Sekil 3.3 Entropi ile Karsilikli Bilgi Arasindaki Fark [40]

Tablo 3.1 Kesikli ve Siirekli Degiskenler i¢cin Entropi Hesaplamalari

Bilgi Oliisii Kesikli Degiskenler Siirekli Degiskenler

- HO0=-Lp g, HO0= -] f0)log Sy
e | Dutel- Srwlog SE };)) Dutpl= | fix.plog o
Mesafesi

Ka]:;:ikll I(X;Y)= Zp(x 1 gp’(?i);?@) I(X;Y)=X_L f(x,y)lo gfj([()gf](/)d dy
s | He (0= s T | B0 = T
E::i; HT-a(X)=%1§PZ— H, ,(X) = ﬁj F(x)dx -1
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4

ISTATISTIKSEL ANALIZLER

4.1 Kutu Boyutu (Bin Size) Belirleme

Karsilikli bilgi, 6ncelikle hem kutu(bin) boyutuna hem de 6rneklem biiyiikliigiine
baglidir. Bu nedenle, en iyi parametre degeri se¢imi sorunu ortaya cikar. En iyi
“kutu boyutu(bin)” sayisini elde etmek icgin cesitli yontemler vardir. Bu
yontemlerden bir tanesi “Freedman - Diaconis” kuralidir. Bu kurala gore, optimal

bin sayis1, IQR =(Q, —Q,) (ceyrekler aras1 aralik) hesaplanarak elde edilir ve veri
noktalarinin sayisi “n” temel alir.

“"Freedman-Diaconis", verilerin yayilimini degerlendirmek icin standart sapma
yerine verilerin "¢eyrek araligini (IQR)" kullanir. Bu nedenle, bu yontem diger

bazi yontemlere gore daha giivenilir olarak kabul edilir. Yontem asagidaki gibi

hesaplanir:

_ 5, JORX)

Abin - %/; (4 1)

Freedman-Diaconis kurali, verinin simetrisizligini g6z 6niinde bulundurarak ve
kutu (bin) boyutunu veri araligina orantili olarak ayarlar[60]. Verilerinin
temelindeki dagilimin bilinmedigi durumlarda, entropi tahminlerini hesaplamak
icin veri noktalarin1 boyutlandirma (ayarlanabilir hale getirme-discretization)
islemi oOnemlidir. Ciinkii kesin olarak en iyi kutu (bin) boyutu tahmini
bulunmamaktadir ve farkli kutu boyutlar1 verinin farkli o6zelliklerini ortaya
¢ikarabilir. Cok kiiciik bir kutu genisligi, asir1 piiriizlii bir histograma neden
olabilirken, cok biiyiik bir kutu genisligi gercek olasilik yogunluk fonksiyonuna
(PDF) kiyasla daha diizgiin bir histograma yol acar. Piriizliiliik arttik¢ca tahmini
PDF'nin varyansi ¢ok yiiksek olurken, diizgiinliik arttikca 6nemli miktarda yanlilik

ortaya ¢ikar. Uygulama boliimiinde Freedman — Diaconis yontemi kullanilmuistir.
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Optimal kutu genisligini belirlemek icin kullanilan bazi yontemler asagida

belirtilmistir:

i. Freedman-Diaconis' Kurali

ii.  Sturges Formiili

iii.  Scott's Kurali

iv.  Rice Kurali

v.  Doane's Formiilii

vi.  Bendat ve Piersol Kurali
vii.  Cochran Formiilii
viii.  Knuth Kural

ix.  Shimazaki and Shinomoto's Kurali

4.2 Akaike Bilgi Kriteri (AIC)

Cogu zaman, uygun olabilecek ve veriyi iyi bir sekilde temsil edebilecek birden
fazla model bulunabilir. 1973 yilinda Hirotsugu Akaike, bu durumda en iyi modeli
bulabilmek icin Akaike Bilgi Kriteri (AIC - Akaike Information Criterion) adi
verilen bir se¢cim yOntemini gelistirmistir [61]. AIC, herhangi bir tahmin edilen
istatistiksel modelin uyum iyiliginin bir gostergesi olarak da adlandirilabilir. AIC

hesabi Denklem (4.2)’ de gosterilmistir:

AIC =-2log(maximized Likelihood) + 2k 4.2)

AIC =-21og(L(8|y)) + 2k (4.3)

L@ y), log -olabilirlik fonksiyonunun en yiiksek noktasindaki sayisal degeridir.

6, k boyutlu bilinmeyen parametreler vektorii olmak iizere, 6, 6’nin en cok

olabilirlik tahmincisidir.

Log-olabilirlik fonksiyonundaki bu en yiiksek nokta, maksimum olabilirlik
tahminlerinin degerlerine karsilik gelir. k, modeldeki parametre sayisini ifade

eder.

Akaike Bilgi Olciitii (AIC) bilgi teorisinde bir temel ile gelistirilmistir. Birden fazla
model oldugunda minimum AIC kriterine sahip model en iyi model olarak secilir.

AIC, ekonometrik modellerin belirli bir veri seti icin goreceli kalitesini 6l¢gmeye
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calisirken kullanilan bir 6lciidiir. Bu nedenle, AIC, belirli bir modelin karmasiklig
ile uyumlulugun iyiligi arasindaki dengeyi saglamak icin calisir. AIC, modelin veri
veya gozlemler kiimesine ne kadar iyi uydugunu aciklayan istatistiksel bir terimdir

[62] [63].
4.3 Bayes Bilgi Kriteri (BIC)

Bayes bilgi kriteri ile Akaike bilgi kriteri arasindaki en biiyiikk fark 6rneklem
biiyiikliigiidiir. Bu yaklasima gore tasarlanan hesaplamalar verilere gore en iyi
modeli bulmak icin BIC kriterini kullanir. L olasilig1 ifade etmek iizere, BIC

kriteri asagidaki gibi hesaplanir [64]:
BIC = -2LogL(8) + klogn (4.4)

BIC degerinin logn oraninda biiylimesine modeldeki parametre sayisinin

artmasi neden olmaktadir. Dolayisiyla model seciminde en az degere sahip BIC

modelleri tercih edilir.

Bayesian Bilgi Kriteri (BIC), dogru bir model se¢ciminde daha kullanishiyken, AIC
gelecekteki gozlemleri tahmin etmek icin ve en iyi modeli bulmak i¢in daha uygun

bir secenektir.
4.4 AIC ve BIC Arasindaki Farklar

e BIC, model seciminde tutarhdir. Orneklem biiyiidiikce, gercek modelin
aday modeller arasinda oldugu ve diger varsayimlar saglandiginda, gercek
modeli secme olasilig1 oldukca yiiksektir. AIC ise asimptotik olarak tahmin
ortalama karesel hatayr en aza indiren modeli secer. AIC ayrica sonlu
orneklem biiyiikliiklerinde maksimum olasi riski en aza indirir.

e AIC, farkli modeller arasinda karsilastirma yaparken, en kiiciik AIC
degerine sahip modeli se¢cmeyi Onerir. AIC, daha iyi bir uyum icin daha
fazla parametreyi kabul edebilir.

BIC, farkli modeller arasinda karsilastirma yaparken en kiiciik BIC degerine sahip
modeli secmeyi onerir. BIC, daha diizenlidir ve daha az parametreli modelleri

tercih eder [61].
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4.5 Bilgi Kazanim Fonksiyonu (Information Gain Function)

Bir olayda elde edilen bilgi miktarindaki kazancg, bu olayin gerceklesme olasiligi

ile ters orantilidir. Bu kazan¢ G(p) veya Al ile ifade edilsin. Shannon’a gore
kazanc fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilir:
1

G(p):Alzlog£pj=—log(pi) (4.5)

Denklem (4.5)’deki G(p) “kazang¢ fonksiyonu (gain function)” olarak ifade edilir
ve bilgi miktarindaki kazanci Olger. Diger taraftan, i. olay gerceklestiginde
belirsizlik ortadan kalkar. Bu tarz denklemlerde, ilgilenilen olaylar birbirlerinden
bagimsiz ise, bagimsiz olaylarin ¢arpimsal kuralindan logaritma kullanmak hem
kolay hem de uygundur.

Ornegin  P(AnB) = P,P, ise, H(AB)=- logP,—logP, = H(A) + H(B)
gerceklesir. Eger bir olayin olasilig1 oldukca diisiikse, 6rnegin p, =0.01 ise, olay
tarafindan aktarilan kismi bilgi miktari logaritma tabani 10 kullanilarak Al =2

oldukca biiyiik bir say1 olur.

N

I =) Al =—iZNl:Iog(pi) (4.6)

i=1

Standart entropi ile yakindan ilgili 6énemli bir nicelik, Kullback bilgi kazancidir.

Belirli bir Olctim kiimesinin, j indeksiyle gosterilen sonuglarim1 elde etme

olasihklari  P; olarak verilsin. Bilgi miktarindaki degisim Ao, ile gosterilir ve

Ao, =—(In p; —Inp;) ile hesaplanr.

Bu bilgi kazanci iki olasilik dagihmi (P, ve  P;) ile iligkili bilgi degisiminin

ortalama degisimini Olcer ve Kullback - Leibler bilgi kazanci olarak ifade edilir:

' p;
K(p,p") = ZPjAO-j = Zp] lnp_{ 4.7)
j j i
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e Ilk olarak, rastgele koordinat doniisiimlerine kars1 degisim gostermezler,

bu da fiziksel teorilerin beraber formiile edilmesine olanak tanir.

e ikinci olarak, istatistiksel sonuclar icin bir minimum entropi formiilasyonu
saglar ve ayni olasiliga sahip olmayan bir 6nsel dagilimi otomatik olarak

dahil eder.

e Kullback entropisi, herhangi iki ¢6zlim arasindaki goreceli entropiye dayali
olarak H teoreminin dogru bir sekilde formiile edilmesinde son derece

onemlidir.

e Bu entropi ayni zamanda iki rasgele degisken arasindaki istatistiksel

bagimlilik derecesini de 6lcer.

4.6 Regresyon Analizinde Dogrusal Olmama Durumunu Belirlemeye

Yarayan Bazi Yontemler

iki veya daha fazla rasgele degisken arasindaki bagimlihigin analizi, Gauss ve
Laplace gibi matematikgilerin calismalariyla 19. yiizyilin sonlarina kadar takip
edilebilir. Sonrasinda, Galton tarafindan korelasyon kavrami oOnerildi ve bu,
Pearson korelasyon katsayisinin tiiretilmesini sagladi. Bu korelasyon katsayisi o

zamandan beri cesitli istatistiksel analizlerde yaygin bir sekilde kullanilmaktadir.

Eger iliski dogrusal veya yaklasik olarak dogrusal ise, korelasyon katsayisi rasgele
degiskenler arasindaki iliskinin en giiclii gostergesidir. Ayrica, iliskinin yoniind,

pozitif veya negatif olup olmadigini basit bir sekilde aciklar.

Ancak, bagimlilik dogrusalliktan saparsa, dogrusal korelasyon katsayisi kullanigsiz
hale gelebilir. Bu nedenle, dogrusallik olmayan durumlar1 degerlendirmek icin
Spearman korelasyon katsayis1 gibi cesitli yontemler Onerilmistir. Bu katsayz,
parametrik olmayan bir yontemdir ve siralanmis degerleri kullanarak iki rasgele
degisken arasindaki monoton olmayan durumu degerlendirmek i¢in kullanilir

[65].

Dogrusal olmayan bagimliligin baska bir 6l¢iisii, korelasyon oranidir. Bu 6lciim,
rasgele degiskenler arasindaki iligkiyi tek bir dl¢lide ifade eder. Lineer olmayan

iliskilerde, korelasyon orani korelasyon katsayisindan daha biiyiik bir degere
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sahiptir. Bu nedenle, korelasyon orani ile korelasyon katsayis1 arasindaki fark,

bagimliligin dogrusallik derecesini gosterir [66].
4.7 F Testi (Model Uyum Testi)

Veri toplandiginda ve bir regresyon modeli uygulandiginda, uyarlanmis regresyon
modelinin yanit degiskenini (Y ) yeterince iyi aciklayip aciklanmadig1 6grenilmek
istenir. Bu durumda “Model uyum testinden” yararlanilabilir. Model uyum testi,
tek bir X degeri icin Y iizerindeki gozlemlerin bagimsiz ve normal dagildigini
arastirdig1 gibi, bir veya daha fazla X diizeyinde tekrarlanan gozlemleri (

X,,X,,...X_) arastirabilir ve Y 'nin kosullu dagilimlarinin ayni varyansa (o)

sahip oldugunu varsayar [67]. Model uyum testi literatiirde “Uyumsuzluk testi”
olarak da adlandirilmaktadir. Uyumsuzluk, veriye uygun sekilde uymayan bir
baslangic modelini icerir. Genellikle tam bir model ile arastirmaya baslanir ve
daha sonra azaltilmis modellerle devam edilir. Uyumsuzluk arastirilirken,
baslangic model ile azaltilmis model arasindaki degerler kontrol edilir. Ve
azaltilmis modelden 6nemli 6lciide daha iyi uyan modeller aranir [68]. Varyans
analizi yapilarak, bagimli degiskenin bagimsiz degiskenler tarafindan aciklanip
aciklanmadigi, yani bagimli degiskenle bagimsiz degiskenler arasinda dogrusal bir

iligski olup olmadig1 “F testi” ile test edilir.

Model uyum testi icin hipotezler asagidaki gibi kurulur:

H, : Modelde varsayilan iliski dogrusaldir ve modelde uyumsuzluk yoktur.
H_ : Modelde varsayilan iliski dogrusal degildir ve modelde uyumsuzluk vardir.

Regresyon fonksiyonunun dogrusalligin1 test etmek icin hipotezler asagidaki

sekilde kurulur:

Hy:E(Y)= B, +B X, +..5,_X

p-1
H, :EY)=#p,+pX +...0,,X (4.8)

p-1

Y;, X’in j.diizeyindeki tekrar sayisi n; ile gosterilecek olursa, X 'in (j. diizeyi

ij?

icin) i.tekrar gézlemlenen yanit degiskeninin degeridir (=1,...,n,,j=1,...,c).
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X =X, noktasindaki bagimsiz degiskenin ortalamasi 17} ile gosterilir. Bu durumda

genel dogrusal test yaklasimi, uyumsuzluk testi icin kullanilan tam modelin

belirlenmesiyle baslar. Tam model asagidaki gibidir:
Yi=ute; (4.9)

Bu denklemde K (j=1,...,c) modeldeki parametreleri temsil eder. Bu

parametreler bagimsiz ve normal dagilima sahip olduklari (N(0,5%)), hata

terimlerinin ise beklenen degerinin sifir oldugu varsayilir (E(Yij) = ,uj)).
u; parametresi icin en kiictik kareler (EKK) tahmincileri 6rnek ortalamalandir (

[z],:f/j). Y, gozlemi i¢in tahmini beklenen deger ,L?],zl_/j seklindedir. Tam

modelin hata kareleri ortalamalar1 asagidaki gibi hesaplanir ve SSE(F)olarak

gosterilir:

SSE(F) =% (Y;~Y,)* = SSPE (4.10)
] 1

Tam modelin hata kareleri toplami1 (SSPE=SSE(F)) “saf hata kareleri toplami1”

olarak adlandirilir. SSPE 'nin serbestlik derecesi asagidaki gibidir:
df=;(”j—1)=zj:”j—c=”—c (4.11)
H, hipotezi p; parametrelerinin p-1 tane aciklayic1 degisken ile dogrusal
baglantili oldugunu ifade eder:
H=By+BX +...+ B X, (4.12)

Y, ‘nin tahmin degerleri ise asagidaki gibidir:

f/j:bo+b1X1+...+b X, (4.13)

P

Azaltilmis modelin hata kareleri toplami ise Denklem (4.14) ile ifade edilir:
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SSE(R)=>" > (Y,-Y,)’ =SSE (4.14)
SSE(R)’nin serbestlik derecesi df, =n—p’dir. Bu durumda dogrusal test istatistigi
ile ifade edilen F~ asagidaki gibidir:

_ SSLF  SSPE
(n—p)—(n—c) n-c

(4.15)

F' denkleminde ifade edilen SSLF, SSE ile SSPE arasindaki farka esittir. Eger
F <F(1-a;c—p,n—c) ise dogrusal regresyon modelinin verilerle agiklanabilir

oldugunu ifade eden H kabul edilir [69].

SSTO=>(Y,-Y)*, tahmin degiskeni olan X, dikkate alinmadiginda, Y,
gozlemindeki degisimi olcer.

SSE, X aciklayic1 degiskeni kullanilan model igin Y, goézlemlerindeki degisimi
gosterir.

R?, coklu belirlilik katsayis1 olarak isimlendirilir. Regresyon modelinde, bagiml

degiskendeki toplam varyasyonun ne kadarinin bagimsiz degisken tarafindan
aciklandi§ini belirtir. Diger bir ifadeyle; Y, gozlemindeki degiskenligin yiizde
kaginin dogrusal regresyon tarafindan aciklandigini belirtir. Regresyon modelinin

veriye uyumunun Olciisii olarak da kullanilan R?, regresyon modeli ile

aciklanabilen degisimin(SSR), toplam degisim icindeki (SSTO) yiizdesidir [70].

R= 2R g 5L (4.16)
SSTO 8STO

0 <R? <1 olmaldir. R? sifir degerini b, =0 (k=1,..., p—1) oldugu zaman alir. 1
degerini ise, tahmin degerleri tahmini regresyon dogrusuna tam uyum

gosterdiginde yani Y, :\fi (bdtdn i'ler icin) oldugunda gecerlidir.

Hipotez testlerinin dogrulugunu arastirmak icin Tablo 4.1’de verilen formdiiller

kullanilir ve elde edilen sonuclar asagidaki gibi degerlendirilir:
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F istatistigi hesaplanir [71]. Kullanilan yazilim programlarindan p degeri
de elde edilebilir ve bu degere gore bir karar da verilebilir. F~ degeri,
(c—2,n—c) serbestlik derecesine sahiptir. Elde edilen sonu¢ F ile

kargilastirilarak modelin dogrusallig: ile ilgili bir karara varilir. F~ degeri
yeterince biiyiik ise modelin dogrusal olmadig1 kanisina varilir.

Eger X ile Y arasinda dogrusal bir iliski varsa, o zaman
u=py+pX +...p,,X, , olur. Yani dogrusal regresyon modelinde
uyumsuzluk yoktur. Eger p degeri anlamhlik diizeyinden (o) daha
kiiciikse, H, reddedilir. Sonug¢ olarak, "dogrusal regresyon modelinde
uyumsuzluk oldugunu gostermek icin yeterli kanitin, « diizeyinde
oldugunu" belirtiriz.

X ile Y arasinda dogrusal bir iliski yoksa, o zaman
u#py+ X +...p,, X, olur. Yani dogrusal regresyon modelinde
uyumsuzluk vardir. Eger p degeri anlamlilik diizeyinden (¢ ) daha
biiylikse, H, kabul edilir. Sonug¢ olarak, "dogrusal regresyon modelinde

uyumsuzluk oldugunu sonuclandirmak icin yeterli kanitin, « diizeyinde

olmadig1” belirtilir.

Tablo 4.1 Varyans Analizi Tablosu (ANOVA Tablosu)

df (Degrees of MS (Mean
Kaynak SS (Sum of Squares) F
Freedom) Square)
IR Sk w7 SSR MSR
Regresyon 1 SSR = ;;(yij -¥) ]\/ISR:T E :M—SE
Kalintilar - SSE
(Residual n-2 SSE ZZZ(ylj —]?i].)z MSE = >
Error) e " - _ MSLF
~ MSPE
Uyum Testi St A SSLF
-2 SSLF = —1.)1 MSLFE =
(Lack of Fit) ‘ ; ]Zl (]/1 Yi ) c—2
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Tablo 4.1 Varyans Analizi Tablosu (ANOVA Tablosu) (devami)

Saf Hata n—c SSPE:ZZI:(%].—E)2 MSPE = SSPE
i=1 j=1 n—c
Toplam n-1 SSTO = Zz(yij — ]7)2
i=1 j=1

4.8 Entropi ve Karsilikh Bilgi (MI) Yontemi

Bir istatistiksel deneyin entropisi belirsizligin bir 6l¢iisiidiir. Olasilik dagilimlarinin
cesitli entropi formiilasyonlar1 ve cgesitli entropi 6lciileri Tablo 3.1’de gosterilmistir
[72]. Shannon entropisi, bilgi kuraminda, bilgi secimi ve belirsizlik 6lctisti olarak
onemli bir rol oynar. Kosullu entropi veya karsilikli bilgi (MI), herhangi bir temel
dagilim1 o6nceden varsaymadan ve rastgele degiskenler arasindaki stokastik
iliskiyi, dogrusal veya dogrusal olmayan o6zellikleriyle tam olarak yansitir. Bu
ozellikler, karsilikli bilginin bagimliliklar1 analiz etmek icin iyi bir secenek
oldugunu gostermektedir. Ozellikler finans [73-75] ve genetik [76-78] alaninda
bagimlilik analizi icin genellikle karsilikli bilgi kullanilmaktadir. Karsilikli bilgi,
rastgele degiskenler arasindaki iligkiyi 6l¢mek i¢in kullanilan bir yontem olmakla
birlikte, bagimliligin dogrusal veya dogrusal olmayan bir iliski olup olmadigi
hakkinda herhangi bir bilgi sunmaz. Literatiirde Shannon'in karsilikli bilgisinin
dogrusal bilesenini ¢ikarmak suretiyle bagimliligin dogasini belirleyebilmek icin

cok az arastirma yapilmustir [1, 17].

Shannon, Rényi ve Tsallis karsilikli entropileri, kesikli(ayrik) durumlar igin

asagidaki gibi tanimlanir:

~(p|a) =3 P(x)log P((X)) 4.17)
= (P =~ 10g > P(x )[P((X))j 4.18)
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D, = (pll9) =~ 3" P(x )H Z((X))j 1] (4.19)

iki degiskenli kesikli durumlar icin ise hesaplamalarda asagidaki denklemler

kullanilir:
D. (p(x. ) = y)log P Y)
s(POGY)at y) =D p(x,y)log a00y) (4.20)
De (p(, Y) (X, y»——logzzp( y)(p( y)j 4.21)
ax,y)
y . JC
Dr (PO V[ aCu Y = —— 2.2, p(x.¥) H a0x y)] 1] (4.22)

Degiskenlerin bagimsizligin1 kontrol etmek icin sifir ve alternatif hipotezler

asagidaki gibi ifade edilebilir:
Ho i Pxy (6 Y) =0y v (X Y) (4.23)

HaiPyy (X Y) 00y (XY) (4.24)

Karsilikli bilginin {i¢ alternatif denklemi Shannon, Rényi ve Tsallis tarafindan
yapilmistir. Shannon karsilikli bilgi (veya Kullback-Leibler uzakhigi (KL)),

asagidaki gibi tanimlanir:

M (X,Y) =D, , - y)log—PXY)
(X,Y) =Dg (Pyy (% V)|[Px )Py (¥)) =D D" p(x, y) log onG) 42

Denklem (4.25)’de ifade edilen karsilikli bilgi ayni1 zamanda “capraz entropi (cross

entropy)”olarak da adlandirilir.

o dereceli Rényi karsilikli bilgisi su sekilde yazilir:

Py v (X, ¥)*
Py v (X% V) [ Py (X) Py (Y) log : — 4.26
P ” ) ) (4.26)
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a dereceli Tsallis karsilikli bilgisi ise asagidaki gibi ifade edilir:

Pxy (X, ¥)"
- Y 1
22 (px )Py (¥)" (4.27)

l-a

D; ( Puy (X Y) ” Px (X) Py (Y)) N

Bagimsizlik durumunda, Rényi ve Tsallis karsilikli bilgileri de Shannon karsilikli
bilgisi gibi “0” olur. a—1 oldugunda, Rényi ve Tsallis karsilikl1 bilgileri Shannon
karsilikli bilgiye yaklasir [79]. iki degiskenin karsilikli bilgisi, bir degiskenin
digerini bilerek degiskenliginin azalmasini yansitir. Karsilikli bilgi (MI), yalnizca
rastgele degiskenler bagimsiz oldugunda O olur. Ayrica vurgulanmalidir ki
karsilikli bilgi genel bagimlilig1 6lcerken, korelasyon katsayis1 dogrusal bagimliligi
Olcer [77].

Shannon karsilikli bilgi Olciisiiniin dogrusal olmama durumunun tespit edilmesi
problemine uygulanmasi Tanaka, Okamoto ve Naito [80] ve Smith [81]

tarafindan onerilmistir.

Bu yontem, normal lineer regresyon modeli tarafindan elde edilen kalintilari
kullanir. Uyum iyiligi saglanmis bir lineer regresyon modeli, degiskenler arasinda
dogrusal bir iliskinin iyi bir gostergesi oldugundan, lineer bir modele ait

kalintilarin bagimsiz degiskenlere gore dogrusal bagimlilik icermedigi kabul edilir.
& :Yi_bo—ijXj (4.28)

&, kalintilar1 temsil etmektedir. Kalintilarin ve bagimsiz degiskenin gézlemlenen
degerleri (X,) arasindaki karsihkli bilgi hesaplanabilir. Hesaplama adimlari
asagidaki gibi yazilabilir:
i. Bagimsiz ve bagimli degiskenler arasindaki karsilikli bilgi M(X,Y)
hesaplanir.
ii. Lineer regresyon sonucu elde edilen kalintilar ile bagimsiz degisken
arasindaki karsilikhi bilgi M(X, &) hesaplanir.
iii.  Karsilikh bilgi hesaplanirken, bagimsiz degisken ile kalintilar arasindaki

miktar, bagimli ve bagimsiz degiskenler arasindaki karsilikli bilgi
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miktarindan cok farkli degilse, o zaman iliski lineer olmayan bir iliskidir (
M(X,Y)=M(X,$)).
iv. M(X,¢) ile M(X,Y) karsillastirarak, bagimlilikta yer alan dogrusallik

derecesini degerlendirilebilir.

Rényi ve Tsallis karsilikli bilgi olciileri, parametrik dogalari nedeniyle dogrusal
olmamanin tespitinde daha iyi sonuclar verebilir. Ozellikle Tsallis karsilikli bilgi
Olclimii, « 'min giiciine dayanarak hesaplandigi icin, Tsallis karsilikli bilgi olciisii
a degerine baghdir. @ ne kadar biiyiikse Tsallis karsilikli bilgi de o kadar biiytir.

Bu nedenle, bu iki karsilikli bilgi arasindaki fark aciklanabilmesi zor bir hale gelir.

o parametresi dogrusal olmayan iliskilere duyarliligi kontrol eder. o 1'e
yaklastikca, Tsallis karsilikli bilgisi Shannon karsilikli bilgiye yakinsar ve bu
genellikle dogrusal bagimliliklar1 yakalar. & 1'den sapmaya basladik¢a, Tsallis
karsilikli bilgisi dogrusallik disindaki iliskilere daha duyarli hale gelir.

Farkli a degerleri icin M(X,¢&)degerlerini inceleyerek, iliskideki dogrusallik
derecesini degerlendirilebilir. M(X,&) degerlerinin daha yiiksek olmasi, daha

giiclii dogrusal olmayan bagimliliklar1 gosterirken, daha diisiik degerler bagimsiz

degisken ve kalintilar arasinda daha lineer bir iligkiyi isaret eder.

Bu nedenle, Tsallis karsilikli bilgi 6l¢limiint kullanarak ve farkli o degerlerini
kesfederek, dogrusallik derecesi nicel olarak olciilebilir ve degiskenler arasindaki
iliskinin dogasina dair bilgi elde edilebilir.

a'ya bagh olarak iliskinin dogrusalligini yorumlamay: kolaylastiracak formiil

Denklem (4.29) asagida verilmistir. Bu denklem kullanilarak bir dogrusallik

Olciisii elde edilmis olur:

| mexo

S.RT —‘ M(X,Y) (4.29)

Indeksteki S, R, T harfleri Shannon, Rényi ve Tsallis karsilikli bilgilerinin
hesaplanmasinda kullanildigin1 gosterir. Eger M(X,&) ve M(X,Y)birbirine

yakinsa, iliski dogrusal olmayan bir iliskidir ve 4 0'a yakinsar. Tersine, dogrusal

olmayan bagimliligin bir 6l¢iisii olan M(X, &) O'a yakin ise, A da 1'e yakinsar.
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Bir degerine yakin A degerleri dogrusal bir iliskiyi gosterdigi icin, Ay, A5 ve Ay

dogrusallik varsayimini temsil eden H, destekler.
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S

UYGULAMA

Uygulama boliimiinde iki farkli uygulama gerceklestirilmis ve bu uygulamalar ile
karsilikli bilgi kullanilarak modeldeki egrisellik tanimlanmaya calisilmistir.
Hipotezin gercekligini test edebilmek i¢in 2 farkli uygulama gerceklestirilmistir.
Birinci uygulama icin biri dogrusal digeri egriselligi yansitan iki veri seti
secilmistir. Bu veri setleri icin simiilasyon ile elde edilen X ve Y degiskenlerinin
sayis1 1000’dir. Ikinci veri seti icin ise Karbon Emisyonu ve GSYIH verileri

kullanilmastir.
5.1 Simiilasyon Verileri ile Egrisellik Analizi

Hipotezin gercekligini test edebilmek i¢in 2 farkli uygulama gerceklestirilmistir.
Birinci uygulama icin biri dogrusal digeri egriselligi yansitan polinom iki veri seti
secilmistir. Bu veri setleri i¢in simiilasyon ile sayis1 1000 olan X ve Y degiskenleri
elde edilmistir. Dogrusal regresyon modeli temsil eden simiile edilmis veriler

Denklem (5.1) tarafindan iiretilmistir.
Y=05,+3X+e (5.1)

Egrisel regresyon modelini temsil eden simiile edilmis veriler Denklem (5.2)

tarafindan tretilmistir.

Y=8+BX+BX"+e (5.2)

Tablo 5.1 Dogrusal Model icin Parametre Degerleri

Analiz Tahmin St. Hata t Degeri P(>t))
Sabit 2.916 0.1857 15.71 0.0000
x 250 0.003207 77956.20 0.0000
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e Olusturulan dogrusal regresyon modeli asagidaki gibidir:

e Model parametrelerinin anlamlilig1 incelendiginde asagidaki sonuclar elde

edilmistir:

Y =2.916+ 250X

o p, icin asagidaki hipotezler test edilmistir:

H,:8,=0

H,:5,#0
%95’ lik gtiven araliklari incelendiginde J, = 0’1n bu araliklarin
icinde olmadig: goriiliir. Dolayisiyla H,, hipotezi reddedilir. S,

katsayis1 anlamlidir.

B, icin asagidaki hipotezler test edilmistir:

H,: 5 =0

H:8#0
%95’ lik giiven araliklari incelendiginde f, = 0’in bu araliklarin
icinde olmadig1 goriiliir. Dolayisiyla H,, hipotezi reddedilir. f,

katsayis1 anlamlidir.

P degerlerine bakilarak da hipotezler test edilebilir. Goriildiigii gibi p

degerleri « =0,05 diizeyinden az oldugu icin hem J, icin hem de }, icin

H, hipotezleri reddedilir.

Varyans analizi tablosu incelendiginde asagidaki sonuclar elde edilmistir:

Tablo 5.2 Dogrusal Model ANOVA Tablosu

Kareler
sd F Degeri P(>F)
Toplami
Sabit 1 2137 246.66 0.0000
X 1 5.2644e+10 | 6.0772e+09 0.0000
Kalintilar 998 8645
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Kuadratik model icin elde edilen analizler asagidaki gibidir:

Tablo 5.3 Kuadratik Model i¢cin Parametre Degerleri

Analiz Tahmin St. Hata t Degeri P(>|t)
Sabit 2.803 0.2783 10.074 0.0000
X 250 0.01274 19626.921 0.0000
X, -2.50007 0.0001224 | -20422.16789 0.0000

e Olusturulan dogrusal regresyon modeli asagidaki gibidir:

Y =2.803+ 250X — 2.50007 X 2

e Model parametrelerinin anlamlilig1 incelendiginde asagidaki sonuclar elde

edilmistir:

o p, icin asagidaki hipotezler test edilmistir:

Hy: 5, =0
H,:3,#0
%95’ lik giiven araliginda H, hipotezi reddedilir. /3, katsayisi

anlamlidir.

B, icin asagidaki hipotezler test edilmistir:
H,: 5 =0
H:5#0
%95’ lik giiven araliginda H hipotezi reddedilir. f, katsayisi

anlamlidir.

o p, icin asagidaki hipotezler test edilmistir:

Ho:ﬂzzo
H :B,#0
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Farkli

%95’ lik giiven araliginda H, hipotezi reddedilir. £, katsayisi

anlamlidir.

o P degerlerine bakilarak da hipotezler test edilebilir. Goriildiigii gibi

p degerleri « =0,05 diizeyinden az oldugu icin hem J, icin hem

de pB, hem p, icin H hipotezleri reddedilir. Model parametreleri

anlamli bulunmustur.

Tablo 5.4 Kuadratik Model ANOVA Tablosu

Varyans analizi tablosu incelendiginde asagidaki sonuclar elde edilmistir:

Kareler
sd F Degeri P(>F)
Toplami
Sabit 1 2137 246.66 0.0000
X 1 5.2644e+10 | 6.0772e+09 0.0000
Kalintilar 998 8645
a degerleri icin o 'nin dogrusallik oOlcgiileri {izerindeki etkisini

degerlendirmek icin O ile 5 arasinda cesitli & degerleri rastgele olarak secilmistir.

Tablo 5.1, farkli @ degerleri icin 50 rastgele gézlemi ve bunlara karsilik gelen

Rényi ve Tsallis olciileri icin A degerlerinin uniform dagilimdan elde edilmistir.

Tablo 5.5 Farkli o Degerlerine Goére A, A, ve 4. Degerleri

Dogrusal iligki Egrisel iliski Dogrusal iligki Egrisel iliski

a Ag Ap Ag Ar a Ag Ar j“R /Lr
0.07 0.9956 0.9906 0.0489 0.0308 3.01 | 0.8801 | 0.9914 0.0133 0.0436
0.13 0.9917 0.983 0.0457 0.0263 3.02 | 0.8795 | 0.9915 0.0133 0.0437
0.17 0.9894 0.9788 0.0447 0.0247 3.04 | 0.8782 | 0.9917 0.0133 0.0441
0.18 0.9888 0.9778 0.0445 0.0244 3.09 | 0.8749 | 0.9921 0.0132 0.045
0.35 0.9808 0.9664 0.0433 0.0228 3.23 0.8652 | 0.9931 0.0131 0.0476
0.41 0.9785 0.964 0.0431 0.0232 3.29 0.8608 | 0.9934 0.0131 0.0487
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Tablo 5.5 Farkli o Degerlerine Gore 4, ve A, Degerleri (Devami)

o AR Ar Ag Ar o Ar Ar Ag Ar
048 | 0976 | 09619 | 0.0429 | 0024 |3.34 0.857 | 0.9937 | 0.013 | 0.0497
056 | 09734 | 09604 | 0.0429 | 0.0254 |3.38 0.8538 | 0994 | 0013 | 0.0504
0.67 | 09702 | 0.9595 | 0.0435 | 0.0281 | 3.4 0.8522 | 0.9941 | 0013 | 0.0508
0.69 | 09696 | 0.9595 | 0.0437 | 0.0287 |3.5 0.844 | 09946 | 00129 | 0.0528
0.74 | 09684 | 09596 | 0.0444 | 0.0304 |3.57 0.8379 | 0.9949 | 0.0128 | 0.0542
0.82 | 09668 | 0.9605 | 0.0464 | 0.0339 |3.71 0.8249 | 0.9954 | 00128 | 0.057
0.87 | 09663 | 09618 | 0.0483 | 0.0369 |3.74 0.822 | 09956 | 0.0128 | 0.0576
136 | 09473 | 0964 | 0.0087 | 0.0099 |3.77 0.8191 | 09957 | 0.0127 | 0.0583
146 | 09446 | 09662 | 0.003 | 0.0037 | 3.88 0.808 | 0996 | 0.0127 | 0.0607
186 | 09323 | 09749 | 00129 | 0.0214 | 3.97 0.7985 | 0.9963 | 0.0127 | 0.0627
211 | 09236 | 09797 | 00138 | 0.0271 | 4.04 0.7908 | 0.9964 | 0.0127 | 0.0643
218 | 09209 | 0981 | 00139 | 0.0285 | 4.17 07762 | 0.9967 | 0.0127 | 0.0673
244 | 09102 | 09851 | 00139 | 0.0334 | 4.54 0.7318 | 09974 | 0.0128 | 0.0769
2.54 | 09056 | 09865 | 0.0138 | 0.0352 | 4.62 07219 | 09975 | 0.0128 | 0.0792
2.73 | 08962 | 09888 | 0.0136 | 0.0386 | 4.71 0.7108 | 0.9976 | 0.0129 | 0.0818
2.78 | 08935 | 09893 | 00136 | 0.0395 | 4.76 0.7046 | 0.9976 | 0.0129 | 0.0833
2.8 | 08924 | 09895 | 00136 | 0.0398 | 4.85 0.6934 | 09977 | 0013 | 0.0861
2.83 | 08908 | 0.9898 | 0.0135 | 0.0403 | 4.94 0.6822 | 09978 | 00131 | 0.089
292 | 08856 | 09907 | 00134 | 00419 | Mean | 0.8783 | 09848 | 0.0211 | 0.0443

Std.Dev. | 0.0869 | 0.0134 | 0.0143 | 0.0199
A, 0.9589 0.0121

Karsilikli bilgi 6lciistintin Olcegini temsil eden « parametresini degistirmek, bu
Olclinlin duyarliligini dogal olarak degistirir. 4 degerlerinin Olcege bagh olarak

«''va karst duyarlilik degisimi gorsel olarak goriilebilir. Sonuclar1 gorsel olarak
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yorumlamak icin farkli a degerlerine gére A, ve A, degerleri asagidaki grafiklerle

gosterilmistir.

Avalues

o Ag A
Sekil 5.1 Dogrusallik durumunda A degerleri ile ¢ arasindaki iliski
Sekil 5.1’den goriildiigii gibi, dogrusal iligki i¢cin « >1 durumunda, 4. A4,’ye
gore daha basarili ve kararhidir. A, ©lcegi siirekli olarak 1'e yakin degerler alirken,

A, a degerleri arttikca daha kiiciik degerler alir.

a “® ((u:r&"y

Avalues

@ @0 00 dlOEd QIDW® MO AWDOO

(9]

avalues

Ax s

Sekil 5.2 Egrisellik durumunda A degerleri ile ¢ arasindaki iliski
Egrisel iliskide, Sekil 5.2'de goriildiigu gibi, A, ’nin « 1.4'ten sonra artmaya
basladig: gortilmektedir. 4, 'ninise tim « degerlerinde sifira yakin degerler aldig:

ortadadir. Ancak dikkat edilmesi gereken nokta, 4. 'nin maksimuma ulastig1 deger

0.09101’dir. Bu durumda hesaplanan iki ortak bilgi 6lciisti de “egrisellik” ol¢iisii

olarak kullanilabilir. Ancak A,, dogrusal olmama durumunu daha tutarhi bir
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sekilde gostermektedir. Tsallis karsilikli bilgi formiiliinde logaritmik bir fonksiyon
olmadig1 icin, o degeri 1'den biiylik oldugunda, Tsallis karsilikli bilgi, Rényi
karsilikli bilgiden daha az dogrusalliktan sapmalara 6nem verir. Bu nedenle, 4.,
A, 'ye kiyasla dogrusalliktan sapmalara daha az duyarl olacaktir. Dolayisiyla A,
A; ve A, 'ye kiyasla dogrusalhga daha az tepki verecektir. Ayni nedenle, 4.,
dogrusal iliskide Rényi'ye kiyasla dogrusalligi daha iyi temsil edecektir.

Belirli bir olasilik dagilimi icin Rényi entropisinin « 'ya (1'den farkli olan herhangi
bir gercel sayi) gore tekdiize azalan bir fonksiyondur. Ve bu ifade Rényi
entropisinin 6nemli bir genel 6zelligidir. Sekil 5.1'de goriildiiga gibi, a degerleri 5
ile simirlandirilmistir. Ciinkii « degerlerini arttirmak ek bilgi saglamayacagi
gorilmistiir.

5.1.1 Sonug¢l

Kuadratik iliski gosteren simiilasyon verileri i¢in, uygulanan model belirleme

kriterleri dogrusal ve kuadratik regresyon icin ¢alisiimistir:

Tablo 5.6 Simiilasyon Verileri icin Model Belirleme Kriterleri

Model
Belirleme AIC BIC RMSE MAE R?
Kriterleri

Dogrusal |17944.59 |17959.3 |1901.41 |1634.72 |0.0007085
Regresyon

Kuadratik |5002.582 [5022.21 |2.93983 |2.34643 [0.9999976
Regresyon

Uygulamaya bakildiginda asagidaki sonuclar elde edilmistir:

o« R bagimli degiskenin degiskenligini aciklama acisindan dogrusal
regresyon modelindeki bagimsiz degiskenlerin ne kadar iyi oldugunu
aciklamak icin kullaniir. R Kare degeri bagimsiz degiskenlerin
eklenmesiyle her zaman artar, bu da modele gereksiz degiskenlerin

eklenmesine yol acabilir. Simiilasyon verileri icin dogrusal ve egrisel

modeller karsilastirildiginda iki modelin R*7leri arasinda 6nemli bir
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farklilik oldugu, kuadratik iliskiyi dogrusal regresyon modeliyle tahmin
etmenin iliskiyi aciklamada ne kadar eksik oldugu goriilmektedir.
Istatistikte, ortalama mutlak hata (MAE), gozlemler arasindaki hatalarin
bir olciistidir. Y'ye karst X'in ornekleri, tahmin edilenin gézlemlenenle
karsilastirilmasi, ardisik zamanin baslangic zamanina kars: gelmesi ve bir
Olciim tekniginin alternatif bir olciim teknigiyle karsilastirilmasi gibi
durumlari icerir. MAE, orijinal veriyle ayn1 birime sahiptir ve hatalar1 ayni
birimlerde 6lciilen modeller arasinda karsilastirilabilir.

Hem RMSE hem de R Kare, bir dogrusal regresyon modelinin bir veri
kiimesine ne kadar iyi uydugunu oOlcer. RMSE, bir regresyon modelinin
yanit degiskeninin degerini mutlak olarak ne kadar iyi tahmin edebildigini
sOylerken, R Kare, tahmin edici degiskenlerin yanit degiskenindeki
degiskenligi ne kadar iyi aciklayabildigini gosterir. MAE, MSE ve RMSE'nin
daha diisiik degerleri, bir regresyon modelinin daha yiiksek dogrulugunu
ifade eder.

Farkli dogrusal regresyon modellerinin dogrulugunu karsilastirirken,
RMSE (Kok Ortalama Kare Hata) gercekten R-kare'ye gore daha iyi bir
secimdir. R-kare bagimsiz degiskenler tarafindan acgiklanan degiskenlik
oranini Olcer, ancak tahmin hatalarinin biiyiikliigiinii dogrudan yakalamaz.
Ote yandan, RMSE hem hatalarin yéniinii hem de biiyiikliigiinii iceren
ortalama tahmin hatasi olciisiinii saglar. Bu nedenle, RMSE regresyon
modellerinin dogrulugunu degerlendirmek icin daha kapsamli bir 6lciidiir.
Bu degerin karsilastirmasi sonucu kuadratik regresyon modeli daha uygun
goriilmektedir.

A, denkleminde logaritmik bir ifade olmadigi icin, o 1’den biiytik degerler

aldi§1 zaman, A,’ye gore dogrusal olmama durumuna karsi daha az

hassastir.

Yapilan karsiikh bilgi analizinde ise; 4. ve A, Olctimlerinin dogrusal

olmamanin bir gostergesi olabilecegi sonucuna varilmistir. Tablo 5.1’de

sonuclar ayrintili olarak gosterilmistir.
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5.2 Egrisellik Belitleme Olciilerinin Cevre Verileri Uzerine

Uygulanmasi

Gevresel kalite ile ekonomik biiylime arasindaki iligki, 1970'lerden sonra, Club of
Rome iiyelerinin Gelecek Sinirlar1 [82] adli calismasinda dramatik cevresel
senaryolar1 6nlemek icin sifir biiylime veya istikrarli bir ekonomi 6nermelerinden
sonra kapsamli bir sekilde arastirilmistir. Bu raporda; ekonomik biiyiimenin
onemli cevresel etkilere sahip oldugunu ve gelecekte diinya ekonomisinin
yenilenemez kaynaklar, tarimsal iiretim ve asir1 kirlilik agisindan fiziksel
sinirlarina ulasacagi icin diinyanin c¢okmesi ile sonuclanacagi belirtilmistir.
Beckerman [10], teknolojik ilerlemenin dogal kaynaklara olan bagimlilig
azaltacagini ve siirekli bir biiyimeye olanak taniyacagini iddia etmistir. Uzun
yillar boyunca mevcut cevresel veri eksikligi nedeniyle bu tartisma yalnizca teorik
bir temelde kalmistir. Cevresel kalitenin tek bir kriter ile ifade edilememesinden
dolay1 cevresel bozulmanin birkac gostergesi onerilmistir. Bu kriterler arasinda
kiikiirt dioksit, azot oksit emisyonlar1 ve karbondioksit gibi cevresel gostergelerin
uygulandig1 deneysel calismalardaki kanitlar, gelirle ters-U seklinde bir iliski
oldugunu gostermistir. Bu durumda, cevresel bozulmanin biiyiimenin erken
asamalarinda kotiilestigi, ancak gelirin bir "doniim noktas1" olarak adlandirilan bir
esik seviyesini gectikten sonra zirveye ulastigi ve azalmaya basladig1 goriilmiistiir

(Sekil 5.3).

Cevresel hozulma g

(kirlilik)
I I
Endiistrilesme | Endiistrilesmis I Endiistrilesme sonrasi
dncesi ekonomiler : ekonomiler : ekonomiler
I I
| I
: Esik noktas1 :
I I
| I
I I
1 I
| I
I I
| I
I I
I I
| I
| I
| I
>
Ekonomik gelisme asamasmda Kisi basmma gelir
(biiyiime)

Sekil 5.3 Cevresel Kuznets Egrisi (EKC)[83]
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Kuznets (1955) ekonomik ilerlemeyle beraber bireylerin gelir diizeylerinin
arttigini, fakat gelisimin erken evrelerinde gelir esitsizliginin de arttigini ifade
etmistir. Ek olarak, yiikselen gelir esitsizliginin ekonomik ilerlemenin devam
etmesiyle birlikte belirli bir noktadan sonra azalmaya basladigini 6ne siirmiistiir.
Kisi basina diisen gelir miktarn ile gelir esitsizligi arasindaki iligkiyi aciklayan ve
“Kuznets egrisi” olarak bilinen bu sekil, can egrisi veya ters U seklinde tasvir
edilmektedir. Bu egri, gelir ve esitsizlik arasinda benzer bir iliskiyi ilk kez
1950'lerde gozlemleyen ve 6ne siiren Simon Kuznets'e ithafen “Cevrese/ Kuznets
Egrisi (EKC)” olarak tanimlanmistir. 1991 yilinda, ekonomistler Gene M.
Grossman ve Alan B. Krueger, Kuznets Egrisinin cevre verilerine

uygulanabilecegini onermistir [84].

Grossman ve Kruger [84] EKC hipotezini test etmis ve ekonomik biiytime ile
cevresel bozulma arasinda ters-U seklinde bir iliski oldugunu bulmuslardir. EKC
hipotezi, genellikle "Kisi Basina Gelir" olarak oOlciilen ekonomik faaliyetler ile

cevresel kalite arasinda, kisi basina CO, emisyonu gibi cevresel gostergelerle

Olciilen, ters-U seklinde bir iliskinin var oldugunu varsayar. Yani ekonomik
biiytimenin ilk asamasinda, ¢evresel bozulma kisi basina gelirdeki artisla birlikte

artar, ancak kisi basina gelirin gelir doniim noktasini agmasiyla azalmaya baslar.

EKC hipotezi, bir iilkenin cevresel zararin goreceli seviyesini tahmin etmek i¢in
kisi basina diisen GSYIH'ya odaklanir. EKC'nin formuyla ilgili olarak iki temel

aciklama bulunmaktadir.

i.  EKC hipotezi, gelismis tilkelerin tarihini ve kalkinmay: gerceklestirmek icin
izledikleri yollar1 yansitir,

ii.  Gelir arttikca cevresel kaliteye yonelik tercihlerin degismesini ifade eder.

Tarihsel olarak, gelismis iilkelerin ekonomik yapilari tarima dayaniyordu ve bu
donemde cevresel zararlar genellikle diisiik diizeydeydi. Ancak, sanayilesme
siireciyle birlikte kirlilik genellikle artmis, kaynaklarin tiikenmesi ve atik olusumu
hizlanmistir. Gelismislik diizeyi yiikseldikge, bilgiye dayali endiistrilerdeki ve
hizmetlerdeki yapisal degisim, daha verimli teknolojiler ve cevresel kaliteye olan
talepteki artis sonucunda, cevresel bozulmanin diizelmeye baslamasina ve stirekli

bir azalmayla cevresel kirliligin azalmasina sebep olmustur [83]. Yani, yiiksek
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gelir seviyesi, bireyleri ekonomik biiylimeden 6nce cevresel kaliteyi 6n planda

tutmaya yonlendirmistir.

Ancak, Shafik ve Bandyopadhyay [9], Panayotou [85], ve Selden ve Song [8],
ekonomik biiylime ile cevresel kalite arasindaki iliskinin, olumlu veya olumsuz
olsun, bir iilkenin gelisim yolunda sabit olmadigini 6ne siirmiislerdir. Bu tahmine
gore her iilkenin kendi EKC'si vardir ve iilkelerin kendi GSYIH'sina gore; kaynak
zenginligi, ekonomideki faaliyetlerin bilesimi ve toplumsal adetler gibi faktorlere
dayanmaktadir. Bu konudaki literatiir 1992 yilinda baslamis olup, 1991 yilinda
Grossman ve Krueger [84] cevresel kalite ile ekonomik biiyiime arasindaki iligkiyi
modelleyen ilk calismay1 yapmislardir. Onlar, EKC iliskisini Kuzey Amerika Serbest
Ticaret Anlasmasi (NAFTA) baglaminda analiz etmislerdir. Ardindan bircok
deneysel calisma yapilmis ve EKC yogun bir sekilde arastirilmistir. Panayotou
[85], Selden ve Song [8], Shafik [9] ve Grossman ve Krueger [84], baz1 cevreyi
kirleten maddelerin gelire bagh olarak ters-U seklinde bir egri izledigine dair ilk
kanitlar1 sunmuglardir. Diger calismalar ise EKC'nin var olmadigini, uygulanan
modellere gore varsayimlardan sapmalar meydana geldigi icin sonuclarina

giivenilemeyecegini ifade etmislerdir [86].

EKC hipotezi, cevresel bozulma ile ekonomik gelisme diizeyi arasindaki uzun
vadeli iliskiyi temsil etmeyi amaclar. EKC genellikle belirli bir iilke veya tlkeler
grubu icin, kisi basina GSYIH ve secilen cevresel gostergeler arasindaki iliski
olarak tanimlanir ve her bir iliski ayr1 ayr1 ele alinir. Cevresel Kuznets Egrisi (EKC),

karbondioksit (CO,) emisyonu ile kisi basina diisen Gayri Safi Yurtici Hasila

(GSYIH) arasindaki iliskiyi arastirmak icin uygulamr. Bu calismalar genellikle
cevresel bozulma ve gelir arasinda ters U seklinde bir iligski oldugunu bulmaktadar,
yani gelirin disiik seviyelerinde kirlilik gelirle birlikte artarken, gelirin yiiksek

seviyelerinde kirlilik azalmaktadir [84].

EKC hipotezinin test edilmesi asamasinda literatiirde c¢ok farkli degiskenler
kullanilmistur. Ornegin; Stern and Common [87], Culas [88], Managi and Jena
[89] gibi calismalar kiikiirt dioksit (SO2), su kirliligi ve ormansizlasma gibi yerel
kirlilik meydana getiren ogeleri kullanmistir. Zanin and Marra [90], Lean [11]

gibi calismalar ise cevresel bozulmanin bir 6l¢iisti olarak karbondioksit (CO, ) gibi
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kiiresel bir kirlilik 6gesini kullanmistir. EKC ile ilgili deneysel calismalarin

sonuclari, incelenen kirliligin tiiriine bagh olarak degismektedir.
5.3 Cevresel Kuznets Egrisi (EKC) Uygulamasi

EKC hipotezini test etmek icin basit bir dogrusal regresyon modeli uygulanmastir.
Bu hipotezi test etmek icin veriler Diinya Bankasindan elde edilmistir [91]. Basit
en kiiciik kareler (EKK) yontemini kullanarak, Dogu Asya ve Asya-Pasifik
tilkelerinin (ytiksek gelirli {ilkeler hari¢) 46 yillik bir donemde CO, emisyonlari

ile GSYIH degiskenleri analizde kullanilmistir. CO, emisyonlar (kisi basina

metrik ton) ile GSYIH (giincel ABD dolar1) arasinda kareli bir iliski ("ters U-
hipotezi") bulunmustur. Baslangicta, Dogu Asya ve Asya-Pasifik tilkeleri 1990'larin
diisiik gelirli {ilkeleri (LIC) olarak siniflandirildi, ancak 2010 yilinda diisiik orta
gelirli iilkeler (LMC) kategorisine dahil edildi. Aslinda, CO, emisyonlarinin en
yiiksek biiyiime oran1 %5.6 (1990-2008), en yiiksek GSYIH biiyiime oranlarinin
%7.2 (1990-2000) ve %9.4 (2000-2010)) gerceklestigi Dogu Asya ve Asya-Pasifik

bolgesinde gozlemlenmistir.

Oncelikle kalintilarin diyagramlarini inceleyerek varsayimlardan ciddi sapmalar

olmadig1 belirlenmistir:

Residuals vs Fitted Normal Q-Q
2 - T o 35036
3 OQ_,"'
W e o2
g ° g 1 F
=0 =]
S S - g o - =
ik}
E ! fsYelnws)
[
=2 n o 4
- o =2
| T | | T | T T | |
2 3 4 5 6 -2 -1 0 1 2
Fitted values Thearetical Quantiles
(@ (b)

Sekil 5.4 Kalint1 grafikleri (a) Kalinti- Tahmin Degerleri Grafigi (b) Standart
Kalintilarin Q-Q grafigi
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Lineer iliskinin incelenmesi sirasinda, artiklar ve tahmin edilen degerler bir araya
getirilerek dagilim grafikleri elde edilebilir. Eger dagilim grafiginde noktalar bir
egriyi temsil ediyorsa, dogrusal iliski varsayimi gecerli olmamaktadir. Sekil 5.6
incelendiginde kuadratik bir modelin EKC veri setine daha uygun oldugu

saptanmistir.

Tablo 5.7 Cevre Verileri icin Kuadratik Model Parametre Degerleri

Kaynak a b c F R?
Parametre Degerleri 1,0121 0,0016 1,4E-0,7
Standard Hata 0,04599 5,9E-05 9,35E-09 | 1581,224 | 0,986585
P Degeri 4,99E-25 4,39E-29 | 5,08E-19

a: sabit, b and c: model katsayilari, F: F test, R?: Belirlilik Katsayist

Elde edilen parametrelere gore kuadratik model asagidaki gibi ifade edilir:
CO? =1,0121+0,0016GDP —(1,4E—0,7)GDP* (5.3)

Denklem (5.3)’de ifade edilen kuadratik modelin grafigi ise asagidaki gibidir:

7

6

..... ’_,,.........,‘
5 e
Y )

4 o.®
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3 @

®
, o> CO2= -1,4E-07GSYiH2 + 0,0016GSYiH + 1,0121
R2 = 0,986
1
0
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
GSYiH

Sekil 5.5 Kuadratik Regresyon Modelinin Grafigi

Modelin varyans analizi (ANOVA) incelendiginde ise Tablo 5.8 elde edilmistir:
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Tablo 5.8 ANOVA Tablosu

Source of Variation Df Sum of Squares Mean
Squares
Explained Varlat?on by linear 1 SSR= 98,65863 98,65863
regression
Explained variation by 3 SSLF=4,925404 1,64180133
nonlinear regression
Unexplained variation 41 SSPE =4,425963 0,107950317
Total 45 SS5T=108,01

Basit dogrusal regresyon fonksiyonunun uygunlugunu test etmek icin kullanilan

sifir ve alternatif hipotezler sunlardir:
HO:E(Y):IB0+131X (5.4)
H, E(Y) = B +BX (5.5)

Basit regresyon modeli icin F istatistigi uygulanmistir. F istatistigi, regresyon
modelinin verilere ne derece uyumlu oldugunu gostermektedir. Eger F istatistigi
istatistiksel olarak anlamli degilse, iki degisken arasindaki iliski dogrusal degildir

ve regresyon dogrusuyla ifade edilemez.

_ SSLE _SSPE _ 1641

= - = =15.209
(c-2) (n-c) 0.107

F istatistigi F(0,05;3,41) serbestlik derecesine sahiptir. Bu durumda
F*>F(0,05;3,41) = 2,833 oldugundan, “dogrusal regresyon modelinin verilere
iyi bir uyum sagladig1” anlamina gelen H, hipotezi reddedilir. Veriler ile model
arasinda dogrusal bir iligski olmadig1 sonucuna varilir.

5.3.1 Karsilikh Bilgi (MI) Kullanilarak Egrisellik Analizi

Tanaka, Okamoto ve Naito [80] ile Smith [81] yOntemi, orijinal veri serisi ile
lineer bagimliligin kaldirildig1 yeni veri serisi arasindaki Shannon karsilikli bilgi

Olciistinti karsilagtirmaya dayanar.

Entropi ve karsilikli bilgi hesaplamalar1 bir kontenjans tablosuna dayanir. EKC

hipotezinin bir nedeni, fakir iilkelerde iiretimin biiyiik bir kisminin tarim
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sektoriinde tiretiliyor olmasidir. Bu nedenle, CO, emisyonlar: diger iilkelere gore

daha diisiiktiir. Orta gelitli iilkelerde ise kirlilik artmaya baslar. Ulke biiyiidiikce,
daha temiz bir teknolojiye gecme egiliminde olmasi beklenir. Freedman- Diaconis
kuralina gore, optimum kutu (bolme) sayis1 hesaplanmis ve Tablo 5.9da

gosterilmistir:

Tablo 5.9 Uygun Kutu(Bolme) Sayisi

Variables Myins
CO, 7
GSYIH 14
Kalintilar 9

Dogrusallik tespiti icin Shannon, Rényi ve Tsallis karsilikli bilgi Olctleri
hesaplanmis ve farkli « degerleri icin karsilastirmalar yapilmistir. Dogrusal

olmama durumunu degerlendirmek icin iki karsilikli bilgi 6l¢iisii karsilastirilmistir.

M(X,E)=M(X,Y) ise degiskenler arasindaki iliskinin dogrusal olmama

durumuna dayandigi sonucu elde edilir. Bu durumda Ag, Az, A1 degerleri dogrusal
olmama durumunun birer kriteri olarak gorilebilir. Tablo 5.10da farkhh «

degerleri icin EKC verisinin Ag, Az, Ay degerleri goriilmektedir.

Tablo 5.10 Farkli « degerleri icin EKC verisinin Ag, Az, Ar degerleri

a Aq A a Ax A
0.07 0.3892 0.3655 3.01 0.0649 0.1460
0.13 0.3809 0.3444 3.02 0.0646 0.1459
0.17 0.3741 0.3323 3.04 0.0640 0.1458
0.18 0.3722 0.3295 3.09 0.0625 0.1455
0.35 0.3355 0.2902 3.23 0.0587 0.1453
041 0.3221 0.2797 3.29 0.0573 0.1455
0.48 0.3071 0.2690 3.34 0.0562 0.1457
0.56 0.2910 0.2586 3.38 0.0553 0.1460
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Tablo 5.10 Farkli & degerleri icin EKC verisinin Ag, Az, A; degerleri

(devami)

(04 Ax A a Ag A
0.67 0.2708 0.2466 3.4 0.0549 0.1461
0.69 0.2673 0.2447 3.5 0.0530 0.1471
0.74 0.2590 0.2402 3.57 0.0518 0.1481
0.82 0.2468 0.2339 3.71 0.0497 0.1505
0.87 0.2400 0.2307 3.74 0.0493 0.1511
1.36 0.1735 0.1961 3.77 0.0489 0.1518
1.46 0.1631 0.1913 3.88 0.0476 0.1545
1.86 0.1271 0.1743 3.97 0.0467 0.1570
2.11 0.1087 0.1653 4.04 0.0461 0.1591
2.18 0.1040 0.1630 4.17 0.0451 0.1635
2.44 0.0888 0.1556 4.54 0.0430 0.1782
2.54 0.0837 0.1532 4.62 0.0427 0.1817
2.73 0.0751 0.1494 4.71 0.0423 0.1858
2.78 0.0731 0.1486 4.76 0.0421 0.1881

2.8 0.0723 0.1483 4.85 0.0418 0.1923
2.83 0.0711 0.1479 4.94 0.0415 0.1965
2.84 0.0708 0.1477 As 0.2181 0.2181
2.92 0.0679 0.1468 Mean 0.1313 0.1914

Tablo 5.10’ da gortildigi gibi Ag, Az, Ay degerleri sifira yakin elde edilmistir. Bu
durumda iliskinin dogrusal olmadig: ifade edilir. Ayrica Az, A nin standart

sapmalari ise sirastyla 0,1147 ve 0.0607 bulunmustur.
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EKC Curve
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Sekil 5.6 Cevre Verilerine Gore A ve o iliskisi

Sekil 5.6'da EKC verilerine gore A ve « iligkisi goriilmektedir. Simiilasyon
datasindan elde edilen  degerlerine gore a<1 icin A ve a>1 icin Ay egriselligi
basarili bir sekilde agiklamaktadir. Simiilasyon sonucunda elde edilen bu bulgulari
EKC verisi ile elde edilen sonuclarda desteklemektedir. Sonuc olarak, Ag, Az, A
parametreleri EKC hipotezini destekler sekilde sifira yakin cikmislardir, bu

durumda egrisel iliskiyi desteklemektedir [92].
5.3.2 Sonug 2

Akaike Bilgi Kriteri veya kisaca AIC, bir modeli se¢me yontemidir. Bu yontemin
gelistiricisi olan Hirotugu Akaike'nin adini tasir ve bilgi teorisine dayanir. En diisiik
AIC degerine sahip model en iyi model olarak secilir. AIC, herhangi bir tahmin
edilen istatistiksel modelin uygunluk derecesi olarak adlandirilabilir. AIC,
karsilastirilabilir olmayan modelleri karsilastirmak icin kullanilabilir, yani
modeller dogrudan karsilastirilabilir olmasa bile kullanilabilir. Ornegin, AIC'yi bir
dogrusal regresyon modelini bir lojistik regresyon modeli ile karsilastirmak icin

hesaplanabilir.

BIC ise farkli parametre sayilarina sahip bir parametrik model sinifi arasinda
model secimi yapmanin bir tiiriidiir. BIC veya Bayesian Bilgi Kriteri, iki modelin

uyum iyiligini karsilastirmak icin kullanilan istatistiksel bir aractir. BIC, en iyi
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modelin verilerin olasiligini en iist diizeye cikaran, ayni zamanda modele eklenen
parametre sayisina da ceza veren fikrine dayanir. Bu, modelin veriye asir1 uyumlu
olmamasini saglar. BIC, regresyon analizi ve makine 6grenimi gibi cesitli alanlarda
kullanilabilir. Genel olarak, BIC, farkli modelleri karsilastirmak zorunda olan

istatistikciler ve veri bilimciler icin degerli bir aractir.

Hem AIC hem de BIC, bir modelin veriye uygunlugunu tahmin eder, ancak AIC
bunu olabilirlik fonksiyonunu maksimize ederek yapar, BIC ise Bayesian bilgi

kaybi fonksiyonunu minimize ederek yapar.

AIC genellikle BIC'den daha giivenilir olarak kabul edilir, ancak BIC daha hizli
hesaplanabilir. AIC asir1 uyumdan etkilenebilirken, BIC etkilenmez. Sonuc olarak,
hem AIC hem de BIC model se¢imi icin kullanisl araglar olabilir, ancak genellikle

AIC daha dogru kabul edilir.

Uygulamaya bakildiginda Kuadratik model daha iyi bir model olarak ortaya cikar.

Tablo 5.11’de model belirleme kriterleri sonuglar1 goriilmektedir:

Tablo 5.11 Cevre Verileri icin Model Belirleme Kriterleri

Model
Belirleme AIC BIC RMSE MAE R?
Kriterleri

Dogrusal

Regresyon 63.2588 |68.7448 |0.4508776|0.3724944 | 0.9134213

Kuadratik

-20.51759 | -13.203 | 0.1774773 1 0.1501555 | 0.9865853
Regresyon

Negatif bir AIC, pozitif bir AIC’'den daha az bilgi kayb1 gosterir ve dolayisiyla daha

iyi bir modeli ifade eder.

R?, gozlemlenen sonug degerleri ile model tarafindan tahmin edilen degerler
arasindaki korelasyonun karesini ifade eder. R-kare ne kadar biiyiikse, modelin

basarisi o kadar yiiksektir.

Uygulamaya bakildiginda asagidaki sonuclar elde edilmistir:
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Dogrusal ve egrisel modellerin R*> leri karsilastirildiginda kuadratik

modelin R*’si daha ylksek cikmistir. Dolayisiyla kuadratik model daha iyi
bir modeldir.

Uygulamaya bakildiginda iki modelinde MAE degerleri birbirlerinden farkl
cikmistir. Kuadratik modelin MAE degeri dogrusal modelden daha diisiik
ciktig1 icin kullanilan veriler icin kuadratik model daha iyi bir model olarak
belirlenmistir.

Kuadratik modelin RMSE'si daha diisiik ciktig1 icin, veriler i¢cin daha dogru,
daha uygun bir model oldugu sonucuna varilmistir.

Yapilan karsilikli bilgi analizinde ise; A4

S

Ag» A, parametreleri EKC

hipotezini destekler sekilde sifira yakin cikmislardir. Bu durumda bu

parametreler egrisel iliskinin birer gostergesi olarak kullanilabilirler.

66



6

SONUGC VE ONERILER

EKC hipotezinin etkinligi gelismekte olan iilkelerin 6zel durumlarini inceleyerek,
siirdiirtilebilir kalkinma icin bir cerceve olarak analiz edilmelidir. Bu ¢alismada
ekonomik biiytimenin ¢evresel endiseleri goz ardi etmesinin uzun vadeli ¢evresel

bozulmaya ve beraberinde gelen sonuglara yol acip agmadigini incelemistir.

EKC'nin temel mesaji "6nce biiyii ve kirlet, sonra temizle" dir. EKC hipotezi,
gelismekte olan ve gelismis {ilkelerin ekonomi politikalari izerinde 6nemli bir etki
yaratmustir. Bu hipotez ayni zamanda IMF ve Diinya Bankasi'nin politikalarini ve
onceliklerini etkilemistir ki bu da biiyiimeye yonelik politikalarindan
anlasilmaktadir. Hizli ekonomik biiyiime, cevre sorunlarina yeterli 0zen

gostermeksizin yoksullugu ve issizligi azaltmanin temel hedefi haline gelmistir.

EKC'nin "0nce biiyii ve kirlet, sonra temizle" yaklasimi, diinyay1 kiiresel isinma ve
iklim degisikligi gibi cevresel degisikliklerle karsi karsiya getirmistir. Yiikselen
ekonomilerdeki yiiksek gelir biiylimesi, su ve hava Kkirliligi, ormanlardaki
azalmalar, bozulmus hava kalitesi, kentsel ve endiistriyel atiklarin birikmesi ve
biyolojik cesitlilik kaybi1 gibi cok yiiksek cevre maliyetlerine neden oldugu
goriilmistiir. Bu cevre sorunlari, insan hayati icin c¢ok tehlikeli sonuclar

dogurmaya baslamistir.

Bununla birlikte bilimsel arastirmalar ekonomik biiylimenin cevre tizerindeki
olumsuz etkilerine dikkat cekmektedir. Bu etkiler arasinda sera gazlarinin asiri
birikimi, hava kirliliginin artmasi ve atik iiretiminin 6nemli Olclide artmas: gibi

durumlar yer almaktadir.

Bu tez ¢alismasinda dogrusal en kii¢iik kareler tahmin yontemini kullanarak, Dogu
Asya ve Asya-Pasifik iilkelerinin 46 yillik bir zaman serisinde CO, emisyonu ve
GSYIH arasinda kuadratik bir iliski oldugu gériilmiistiir. Ik olarak, EKC hipotezini
kontrol etmek icin F testi kullanilmis ve bu sayede dogrusal modelin verilere iyi
bir uyum saglayip saglamadigi sonucu arastirilmistir. ikinci bir teknik olarak,

dogrusal belirleme katsayisi ile korelasyon oranini karsilastirmak faydali olacagi
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diistintilerek bu olciler karsilastirilmistir. EKC verileri icin bu iki iliski ol¢iisi
arasindaki fark anlamli bulunmustur ve egrisellikle ilgili bilgi sahibi olunmasini

saglamistir.

Alternatif olarak, Karsilikli Bilgi Miktarina dayanan iki bagimlilik Olciisti
arasindaki fark hesaplanmistir. Literatiirde daha sik olarak Shannon karsilikli
bilgisi kullanilmis olsa da, Rényi ve Tsallis karsilikl1 bilgi 6l¢iilerinin parametrik
esneklikleri nedeniyle degiskenler arasindaki iliskinin dogasini daha iyi yakaladigi

tespit edilmistir.

Bu calismada, ilk olarak bagimli ve bagimsiz degiskenler arasindaki karsilikli bilgi

miktar1 (M(X,Y)) bulunmustur. ikinci olarak, basit bir dogrusal regresyon modeli
kullanilarak kalintilar (&) hesaplanmistir. Ardindan, bagimsiz degisken ile
kalintilar arasindaki karsilikli bilgi miktar1 M(X,¢) elde edilmistir. Son olarak, bu

iki karsilikli bilgi 6lciistiniin karsilastirilmasiyla, bagimliliga dahil edilen egrisellik
derecesi belirlenmistir. Ayrica, gelecek calismalar icin literatiire 6énemli katki
saglayacagi disiiniilen alternatif (degiskenlerinde) egrisellik Olciisii olan A
Onerilmistir. Bu sayede Rényi ve Tsallis karsilikli bilgi Olciilerinin, belirli «
degerleri araliklarinda Shannon karsilikl bilgi 6lciisiine gore egrisellikleri daha iyi

belirledigi tespit edilmistir.

Bu élgiimlerin CO, emisyonlari ve gayri safi yurt ici hasila (GSYIH) verilerine

uygulanmasi, egrisellik durumunu tespit edilmesine yardimci olmus ve dolayisiyla
EKC hipotezinin Ongoriilen modelinin gercek¢i ve tutarli oldugunu ortaya
koymustur. Sonuclar, "simdi biiyii ve kirlet, sonra temizle" stratejisinin cok fazla
kaynag1 israf ettigini ve biliyiik cevresel maliyetlere sahip oldugunu
gostermektedir. Bu nedenle, {ilkelere cevre kirliliklerine neden olmayacak

alternatif biiylime stratejileri aramalar1 6nerilmektedir.
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