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OZET

Anakiitle dagiliminin bilinmedigi durumlarda 6rnek biiyiikligiiniin elvermesi halinde merkezi limit teoremleri
aracilify ile parametre tahmincilerinin 6rnekleme dagilimlar1 asimptotik olarak incelenebilmektedir. Anakiitle
dagiliminin bilinmesi halinde ¢ekilen ornek istatistiklerinin olasilik dagilimlari anakiitle dagilimlarindan

tiiretilebilmektedir. Bunlarin s6zkonusu olmadig1 hallerde ise dagilimdan bagimsiz yontemler kullanilmaktadir.

Cebisev tiirii esitsizlikler genellikle matematiksel istatistik kitaplarinda “Biiyiik Sayilar Yasas1” gibi teorik
konularin tartisilmasinda glindeme gelmektedir. Bununla birlikte Cebisev vb esitsizlikleri dagilimdan bagimsiz
yontemlerin igerisinde ele almak da miimkiindiir. . Bu tiirden esitsizlikler hi¢ siiphesiz aralik tahmini, hipotez
testi gibi temel konularda fayda saglayabilir. Nitekim son yillarda bu tiir esitsizliklere yonelik yaygin bir literatiir
olusmustur. Bu c¢alismada bazi (tek ya da ¢ok degiskenli) olasilik esitsizliklerine deginildikten sonra secilmis

bazi temel istatistiksel konulardaki uygulama alanlarina deginilecektir.

1.ISTATISTiK'TE NOKTA VE ARALIK TAHMIiNi

Istatistik’te anakiitleler belirli sabitleri bulunan olasilik dagilimlari ile belirlenmeye
caligilir. Parametreler olarak da adlandirilan bu sabitler olasilik dagilimini belirler. Klasik
yaklasimda parametreler sabitler olarak, Bayes¢i yaklasimda ise her biri kendi olasilik
dagilimina sahip rastlant1 degiskenleri olarak degerlendirilir. Hangi yaklasim benimsenirse
benimsensin istatistikler, gézlem degerlerinin reel degerli fonksiyonlaridirlar. Dolayisiyla
istatistiklerin ( ya da parametre tahmincilerinin) drnekten 6rnege alacagi farkli degerlerin

dagiliminin (6rnekleme dagiliminin) belirlenmesi sézkonusu sabitlerin tahmin edilmesinde
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0zel onem kazanmaktadir.

X, X,,....,X, , 0 parametreli bir f olasilik fonksiyonuna sahip bir anakiitleden
¢ekilmis n bagimsiz gézlem olsun . §=f(X1, X,,..,X,) ,0'n bir tahmincisi , s(@)
da 6 ‘mn Srnekleme dagiliminin standart hatasi olsun. Bu durumda @ igin tipik bir

%100(1- o) aralik tahmini Ok s (é) formundadir. Baska bir ifade ile

A

P(O0—k s(0)<0<0+k s(0)=1—a (1.1)

Buradaki k degeri bir sabittir ve anakiitle dagiliminin tiirline gore degerler almaktadir.
Ornegin normal dagilim igin buradaki k degeri Z,,  degerine esittir. Anakiitle dagilimmin
bilinmedigi durumlarda ise (6rnek sayist goreli olarak bliylik degilse) bu yontem ¢ok saglikli
sonuclar vermez. Dolayisiyla dagilimdan bagimsiz yollarla aralik tahminine gidilmeye

caligilir.
2.BAZI OLASILIK ESITSIZLIKLERI
2.1 Markov esitsizligi

X , negatif olmayan degerler alabilen bir rastlant1 degiskeni ve t de t>0 kosulunu yerine

getiren bir sabit olsun. k=1,2,3,... degerleri i¢in E(X") momentleri mevcut ise
(x") . S,
P(X=t)<E—~ (2.1.1) olur. Bazi kaynaklar (2.1.1)’in k=1 i¢in aldig1 dzel

t
hali Markov Esitsizligi olarak ifade etmektedir. Yine de (2.1.1) daha genel olmas1 nedeni ile
tercih edilmelidir. [1]

Ozel durum

Y ortalamasi  fy ve varyanst o,” olan bir rastlanti degiskeni olsun.

X=[Y-u,| ve w,=E((Y—p,)") olsun. Bu durumda

=

4

P(|Y —p|>1)=< olur.

S

t

Eger Y~Normal(u, ;c,”) varsayilacak olursa  u,=3.0," [2]

4
3.0y

t4

P(|Y —py|>t)< (2.1.2)
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Yine eger t=k.o, denecek olursa

3 Y-
P(|Y—IUY‘>f)S_4 ve Z= fy
t Oy
3
P(|Z|>k)s? (2.13)

elde edilir. k=1 igin bu esitsizlik yararsizdir. Ama sézgelimi k=2 i¢cin P (|Z|>2)<0,1875
(Gergek olasilik degeri 0,0455 ‘e esittir.) ve k=3 i¢cin P (|Z]|>3)<0,037  (Gergek olasilik
degeri 0,0027’ye esittir. ) bulunur. (2.1.3) p-degerlerinin hesaplanmasinda kullanilabilir.

2.2 Cebisev ( Bienayme) esitsizligi
X bir rastlant1 degiskeni ve g(x): R—R" olmak lizere pozitif reel degerli bir fonksiyon

E(g(x))

olsun. t bir pozitif sabit olmak lizere =~ P(g(x)=¢)< p

2.2.1)

1
g(X)=(X—-u) , t=k’.c° denecek olursa P(|X_ﬂ|5k0)21_P (2.2.2)

2.3 Cebisev esitsizliginin asimetrik versiyonu

Bu formiilasyon Fréchet tarafindan gergeklestirilmistir. X’in beklenen degeri J7

standart sapmasida o olsun. 7, ve ¢, iki pozitif sabit olmak {izere

C1H(=1)/2]

Plu—t,.oy<X<u+t,.o,)=1 (+)2] (2.3.1)
t,=t,=t i¢in (2.2.2) elde edilir. [3]
Uygulama:
X ~Ki—Kare(n) olsun. E(X)=nve Var(X)=2n
t,=E£=\nl2 olsun. Bu durumda P(O<X<,u+t.c7X)21—H_[(t_\/m)/zz]2
o [(t+M)/2]

Sozgelimi 10 serbestlik dereceli bir Ki-kare degiskeninin 0 ile 20 arasinda olma
olasiliginin  0,80’den biiylik olacag: bu esitsizlik yardimi ile tahmin edilebilir. Asil olasilik
ise 0,97°dir.
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2.4 Cebisev esitsizliginin tek tarafl versiyonu (Cantelli esitsizligi)

E(Y)=0ve Var(Y)=oc <o olsun. Herhangi bir sifirdan biiyiik “a” sabiti igin

2
o

P(Y>za)<————
( ) (6°+ad°)

(2.4.1) [4]

X=Y+u olsun. Herhangibir k>0 sabiti i¢in a=ko  ve dolayisiyla

(2.4.2)

Bu esitsizlik  Cantelli Esitsizligi olarak bilinir. A=1 icin P(X>p+06)<1/2 ve (X’in ve
p’niin cebirsel isaretini degistirerek ) P(X < pu— o) < 1/2. bulunur. Bu esitsizlik medyanin
neden p + ¢ araligina diismesi gerektigini agiklamaktadir.

2.5 Dagilim fonksiyonu ile ilgili bir esitsizlik
X 'in ortalamasi p ,varyanst ¢° ve dagilm fonksiyonu da F(x) olsun. Bu durumda

1
F(x)=< ici
( ) 1+((X—,u)/a)2 X< U 1¢In

x)= I
1 +(o/(X—p))

X> W igin (2.5.1)
oldugu gosterilebilir.[5] Bu esitsizlik de p-degerlerinin hesaplanmasinda kullanilabilir.
2.6 Kolmogorov esitsizligi

2 2,. 2
X, X, .,X, , ortalamalarn sifir ve varyanslar1 sirastyla 0,70,”..,0,” olan n

n

bagimsiz rastlant1 degiskeni olsun. cn2=z oiz . ve A pozitif degerli bir sabit olsun. Bu
i=1

o

2 X,

i=1

</1C,,)Zl—i a=1,2,...,nigin  (2.6.1)

durumda P( :

n=1 ic¢in bu esitsizligin Cebisev Esitsizligine doniisecegi aciktir. Bununla birlikte
Kolmogorov Esitsizliginin Cebisev Esitsizliginin daha genel bir versiyonu oldugunu da

vurgulamak gerekir.
2.7 Bazi ¢ok degiskenli esitsizlikler

Literatiirde Cebisev Esitsizligi'nin ¢ok degiskenli versiyonlar1 mevcuttur. Bu baglamda
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[6]'ya bakilabilir. Yine de degisken sayis1 arttik¢a olasilik ifadelerindeki belirsizlik artmakta
ve bu tirden esitsizliklerin uygulanabilirligi kisitlanmaktadir. Nisbeten daha yalin iki

degiskenli haller i¢in [7] 'ye bakilabilir.
2.7.1 Cebisev esitsizliginin cok degiskenli bicimi
X, X, .., X, degiskenleri, ortalamalar1 siras1 ile E(X,)),E(X,), ... E(X,) ve
varyanslar1 da Var(X,),Var(X,),...,Var(X,) olan rastlanti degiskenleri olsunlar.
Yine k, k, ...k, pozitif sabitler ve A4, 4, ..,4,  olaylar da 6rnek uzay S igerisinde

A;={X |X,—E(X)|<kVar(X)}  j=1,2,...m seklinde tanimlansnlar.

Bu durumda Boole Esitsizliginden yararlanarak Cebisev Esitsizliginin c¢ok degiskenli

versiyonu  P(A,NA,NA,..NA,)=1-). k;z (2.7.1) seklinde elde edilir.

Jj=1

2.8 Diger versiyonlar

X, X, .., X, rastlanti degiskenleri, ortalamalar1 sirast ile 4, 4, .., 44  olan ve
varyans-kovaryans matrisleri de | o, olan k tane rastlanti degiskeni olsun. o7

‘de sozkonusu varyans-kovaryans matrisinin tersi olsun. 4 bir sabit olmak {izere

k
P(Y o' (X~ u) (X~ ﬂ_,)<,12)z1—% (2.8.1) esitsizligi gegerlidir,

i, j=1

3 BAZI COK KULLANILAN ARALIK TAHMINLERI

Burada ¢ok kullanilan iki 6rnekleme dagilimi (ortalamanin o6rnekleme dagilimi, oranin
ornekleme dagilimi) ele alinacaktir. Siiphesiz tartisma bu iki 6rnekleme dagiliminin 6tesine
tagmabilir . Bununla birlikte giiven araliklarinin hesaplanmasindaki sistematik ortak oldugu

i¢in diger dagilimlar i¢in benzer sonuglara rahatlikla ulasilabilir.
3.1. Ortalama icin %100(1-a) giiven arahg tahmini

X, X, ..,X, bagimsiz gozlem degerlerinin ortalamasi u  ve varyanst  ¢° olsun.

X ve §°  Ornek ortalamasi ve drnek varyansi olsun. Anakiitle ortalamasi igin biiyiik
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orneklem ( n>=30 i¢in ) aralik tahmini X iZa/z% (3.1.1) seklindedir.

n
Ne anakiitle dagilimmin bilindigi ne de eldeki oOrnek biiyiikliigiiniin Merkezi Limit
Teoremi’nden yararlanmak i¢in yeterli olmadigi durumlarda (3.1.1)'den hareketle bir aralik
tahminine gitmek yanlis olacaktir. Cebisev Esitsizligi ise dagilimdan bagimsiz bir

karakterde olmasi nedeniyle bu noktada yararl olabilir.

- 1 1
P(|X—,u|$k%)21—? (3.1.2) 05:; olsun.
P(|)_(—,u|sﬁ)zl—a (3.1.3)

3.2 Anakiitle oram icin %100(1-a)’hk arahk tahmini

Bernoulli dagilimina uyan bir anakiitteden X X, .., X, n bagimsiz gozlem degeri

cekilsin. Ornek orani . ; ! (3.2.1) ve Ornek oraninin standart hatasi
P
c,= pU-p) (3.2.2) olsun. Biiyiik n degerleri igin (n>=100 ) p nin drnekleme
n

dagilim1 bir normal dagilim yardimi ile modellenebilir. Boylelikle p icin aralik tahmini
p+Z,,0, formunda elde edilir. Ornek bilyiikliigiiniin az olmasi halinde ise Cebisev

esitsizliginin islevsel olabilecegi diisiiniilebilir.[§]

P(|j9—p|sk\/M)zl—i2 (3.2.3)

n k
1 2 A
a=; icin P(f?—y/f)(l p)SpSfJ—Hf?(l p))zl—a (3.2.4)
no no

Ote yandan bu araligin genigligini maksimum kilacak tahmini p degeri, p=1/2  olarak

hesaplanabilir. Bu durumdaki aralik tahmini de

P(ﬁ—1/2\/%3psp+1/21/£)21—a (3.2.5) olarak elde edilebilir.
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4 REGRESYON MODELLERIi

4.1.Dogrusal regresyon modelleri
p—1
Dogrusal regresyon modelleri Y, =f,+ Z B, X, +e, (4.1.1)  seklindedir.
j=1

Burada Y, , bagimhi degiskenin i. gozlem degeri, X; j. bagimsiz degiskenin i.
gozlem degeri , By p.. -, B; -B,—1 sabitleri de modelin parametreleridir. & de
modele rassalllik 6zelligi kazandiran degiskendir. Modelde bu degiskenin genellikle normal

dagildig1 varsayillmaktadir. Matris notasyonu ile

Ynx1= chpﬂpx] +8px1 (4 1 2)

Yl :Bo 1 X1,1 Xl,z Xl,pfl

X X X
Y, =2 (4.1.3) ﬁpx1= B (4.1.4) X,,= 2,1 22 2p-1
Yn ﬂp—l 1 Xn,l Xn2 Xn,p—l

(4.1.5)

¢ ‘nin (bagimsiz normal rastlanti degiskenleri vektdriiniin) beklenen degerinin sifir

vektoriine esit oldugu ve varyans-kovaryans matrisinin

@ 0 .. 0
o |0 o 0| 2 3
o, {le}= 5 =¢"1 (4.1.6) oldugu varsayilmaktadir.
- e O
0 .. .. o

Parametrelerin en kiiciik kareler tahmincileri, en kiiciik kareler (EKK) fonksiyonunu minimize

eden b px1=(X X )pxp_lX Y al 4.1.7) degerleri ile bulunur. Y ;. bagimh
degiskenin tahmini degerleri vektorii, e de kalintilar vektorii olsun. e=Y,— Y ; ve
Y | €
Y= 4.1.8) €= (4.1.9)
v, e,

Kalint1 kareleri toplam1 =~ SSE=e'e (4.1.10)
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SSE
(n—p)

ve kalint1 kareleri ortalamas1 ~ MSE= (4.1.11)

ile bulunur. Parametrelerin tahmini varyans-kovaryans matrisi

S(b) =MSE(X X)' (4.1.12) ile bulunur. Normal regresyon modeli igin

pxp

%Nm_p) (4.1.13) olur

Dolayisiyla parametrelerin giiven araligi tahminleri ve hipotez testi siire¢leri normal dagilim
ya da ondan tiireyen dagilimlara dayandirilmis olur. Oysa uygulamada bu yaklasgim bazen
sorunludur. Dolayisiyla Cebisev benzeri esitsizliklerin kullanilmasi bazi durumlarda daha

dogru olacaktir.

4.2.Dogrusal olmayan regresyon modelleri

Dogrusal olmayan bir model ~ Y,=f(X,,7)+¢, (4.2.1) seklindedir. Burada dogrusal
modellerden farkli olan Y,=f(X,,7) ’in parametrelerin dogrusal olmayan bir fonksiyonu
olmasidir. Hata terimleri yine sifir ortalamali ve genellikle sabit varyansa sahip
korelasyonsuz degiskenler olarak ele alinmaktadir. Bunun yanisira bu degiskenlerin normal

dagildiginin  varsayilmast daha ileri analizi kolaylagtirmaktadir. ~EKK olciitl

0= (Y~ f(X,,y)) ‘nin minimize edilmesini hedeflemektedir.
i=1

X Yo
X, 0

Burada X,=|" "7 (4.2.1) , V= 2 (4.2.2) seklindedir.
Xiq yp*]

Parametrelerin ilk tahmini degerleri vektorii

(0 ]
8o
(0)

&1 (4.2.3) olsun. Notasyonu biraz daha basitlestirmek i¢in

o
-gp—l

F0=r(x,¢" @24)  pl=y—g” (4.2.5)
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of(X, p-l
D= %l 426)  ¥=f"+2 D p e, (427)
yk y=gm) =0
Y\"=y,— 1 (4.2.8)

denecek olursa su dogrusallastirilmis regresyon modeli elde edilir.

p—1
Yi(o): Dik(O)ﬁk(0)+gi (429) Y<0)ED<O) B<O)+8 (4210)
k=0
Y=/ (0) (0)
(0) Y _f (0) 0) Dl,O Dl,p—l
Y, =2 772 4211 D, = .. . (4.2.12)
(0) (0)
Y _f (0) Dn,O Dn,pfl
By gl
0) ﬂ (0) e
B =| 7! (4.2.13) € =| (4.2.14)
ﬁpilm) g,

Bu da dogrusal modeller i¢in kullanilan kalibin aynisidir. D tlirev matrisi dogrusal hallerde

X matrisinin oynadig1 rolii oynamaktadir. Dolayistyla parametre tahminleri dogrusal hallerle

analoji kurularak gergeklestirilebilir: ~ 5''=(D"°" D'?)™' ' y® (4.2.15)

Dogrusal olmayan modellerde parametre tahmini iteratif yontemlerle gerceklestirilmektedir.

Her iterasyon sonucunda parametre tahminleri vektorii
gk(i) =gk("*l)+bk("71) =1,2,... (4.2.16) ile revize edilmektedir.
Iterasyonlar parametre tahminleri arasindaki (ya da EKK fonksiyonunun aldigi degerler

arasindaki) fark onemsiz hale geldiginde bitirilmektedir. ~ Dogrusal olmayan modellerde

n

Z (Yi_f<Xi’g))2
MSE="1

2

o~ ’nin EKK tahmincisi ise (4.2.17) ile bulunmaktadir.

(n—p)
Hata terimleri ortalamas: sifira, varyans1 ¢ ’ya esit bagimsiz normal degiskenler olarak
kabul edildiginde g ‘nin asimptotik 6rnekleme dagilimi da yaklasik normal olmaktadir.

Dolayisiyla  E(g)=y (4.2.18) S*(g)=MSE(D D) (4.2.19)
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(4.2.19) ile bulunan asimptotik varyans-kovaryans matrisi aralik tahminleri ve hipotez
testleri i¢in kullanilmaktadir. Bununla birlikte bu yaklasim dogrusal hallerdekine gore daha da
sorunludur. Ciinkii dogrusal olmayan hallerde parametre tahminleri gézlem degerlerinin
dogrusal bir fonksiyonu degildir. Dolayisiyla bagimli degiskenin anakiitle dagilimmin normal
olmast otomatik olarak parametre tahmincilerinin normal dagilima (ya da normallikten
tiireyen student-t , Ki-Kare, Snedecor-F gibi bir dagilima) uyacagini garanti edemez. [9] Ote
yandan asimptotik normallik 6rnek biiytikliigiiniin fazla olmasin1 gerektirmektedir. Bu da
cogu dogrusal olmayan model i¢in olduk¢a sikintilidir. Ciinkii dogrusal olmayan modellerle
analizi yapilan veri genellikle laboratuar kosullarinda elde edilmektedir. Su halde
istatistikciler agisindan sézgelimi 6rnek biiytikliigiiniin bir birim arttirilmasi deneyi yapanlar
icin yerine getirilmesi olduk¢a zahmetli bir istem olabilir. Dolayisiyla bu gibi durumlarda

Cebisev vb. esitsizliklerin kullanilmasi sliphesiz daha gergekei olacaktir.

SONUC

Parametrik tahmin yontemleri, anakiitle dagilimi hakkinda bazi varsayimlara (anakiitle
dagiliminin bilinmesi vb.) ihtiya¢c duymaktadir. Bu bakimdan biiyiik 6l¢lide normal dagilima
dayandirilan klasik tahmin, hipotez testi yontemleri her zaman islevsel olamamaktadir. Bu
gibi durumlarda anakiitle dagilimi hakkinda daha az varsayim gerektiren Cebisev esitsizligi
gibi nonparametrik sayabilecegimiz esitsizlikler yararl olabilir. Bununla birlikte bu tiirden
esitsizlikler daha belirsiz sonuglara da yol acabilirler. Yine de dagilima ait baz1 ek
varsayimlarla (rastlant1 degiskeninin pozitif olmasi , dagilimin simetrik varsayilmasi vb. ) elde
edilen aralik genislikleri daraltilabilir. Yine de parametrelere iliskin aralik tahminlerinin
genigligini belirleyen temel etkenin 6rnekleme dagilimlarindaki degiskenligin kendisi
oldugunu da vurgulamak gerekir. Esitsizlikler konusunda son yillarda olusmus bulunan
literatiir bu tiirden gii¢liiklerin agilmasi i¢in oldukga elverigli bir konumda bulunmaktadir. Bu

literatiiriin ulastig1 hacim ile ilgili olarak [10], [11], [12], [13], [14] e bakilabilir.
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