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ONSOZ
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hocam Serkan ILTER’e tesekkiirlerimi sunuyorum. Ogrenciligimin yam sira bana
ailem gibi davrandiklari, verdikleri tavsiyeler ve yonlendirmeleri ile birlikte beni
koruyup kolladiklar1 i¢in her ikisine de ayrica tesekkiir ederim. Seminerlerde ve sicak
matematiksel tartismalarin sonundaki molalarda, diinyanin neresinde olursa olsun asla
unutmayacagim ¢ay ve kahve ikramlar ile birlikte hos sohbetleri i¢in her iki hocama da
ayrica tesekkiir ederim.

Tiim hayatim boyunca bana destek olan annem Ergiil ve babam $enol DUMAN’a,
giizel diisiinceleriyle her zaman iyiligimi ve mutlulugumu isteyen babaannem Miikerrem
DUMAN’a, bir arkadas ve dost gibi olabilen, iyi kalpli biricik halam Senay
ISMAILOGLU’na, mutsuz ve umutsuz oldugum zamanlarda beni neselendiren ve hic
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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERININ VARLIGI VE
TEKLIGI ILE ILGILIi TEOREMLER
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Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damisman: Dr. Ogr. U. Serkan ILTER

II. Damisman: Do¢. Dr. Hiilya DURU

Bu tez calismasinda, sag-tarafi siireksiz adi diferansiyel denklem sistemi i¢cin Cauchy
problemi ile ilgilenilmektedir. Bu problemin genellestirilmis anlamda ¢oziimiiniin varlik
ve tekligi ile ilgili teoremler ifade edilerek ispatlanmaktadir. Ozel olarak Lipschitz
kosulunu saglayan ¢oziimiin varlik ve tekligi arastirilmaktadir.

Bu calismayi, ilk ikisi hazirllk asamasi seklinde olan dort bdoliime ayirmak
miimkiindiir. Birinci boliim, temel kavramlardan, Cauchy probleminin klasik anlamdaki
ve genellestirilmis anlamdaki ¢6ziim kavramlarindan ve yardimci teoremlerden
olusmaktadir. ikinci boliim, Cauchy probleminin klasik anlamdaki ¢oziimiiniin varlik
ve tekligi ile ilgili teoremlerden olusmaktadir. Bu boliimdeki ispatlarda, Banach sabit
nokta teoremi, Arzeld-Ascoli teoreminden yararlanilmakta ve Euler kirik dogrulari
yontemi ile Picard yaklasimlar1 yontemi kullanilmaktadir. Uciincii boliimde, sag-tarafi
stireksiz adi diferansiyel denklem sistemi icin Cauchy probleminin ¢oziimiiniin varlig1
ve tekligi iizerine caligilmaktadir. Calismanin son boliimiinde, yiiksek mertebeden bir
adi diferansiyel denklemin s6z konusu oldugu problemin ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi
incelenmektedir. Yine bu boliimde, Cauchy probleminin ¢dziimiiniin genellestirilmis bir
hali iizerinde ¢alisilmaktadir.

Haziran 2019, 62 sayfa.

Anahtar kelimeler: Cauchy problemi, varlik ve teklik teoremleri, sag-tarafi siireksiz adi
diferansiyel denklem, genellestirilmis anlamda ¢oziim.

v



SUMMARY

M.Sc. THESIS

THEOREMS ABOUT EXISTENCE AND UNIQUENESS OF SOLUTIONS TO
DIFFERENTIAL EQUATIONS

Okan DUMAN

Istanbul University

Institute of Graduate Studies in Science and Engineering

Department of Mathematics

Supervisor: Dr. Ogr. U. Serkan ILTER

Co-Supervisor: Doc. Dr. Hiilya DURU

In this thesis, Cauchy problem is investigated for ordinary differential equations system
with discontinuous right-hand sides. The theorems about the existence and uniqueness
of the solution of this problem in the generalized sense are expressed and proved.
Specifically, the existence and uniqueness of the solution that satisfies the Lipschitz
condition is examined.

This thesis has four parts which the first two are related to the preliminary process. The
first part consists of the basic concepts, the Cauchy problem in the classical sense and
the generalized solution concepts and auxiliary theorems. The second part consists of
theorems about the existence and uniqueness of the classical solution of the Cauchy
problem. In the proofs in this section, Banach fixed point theorem, Arzeld-Ascoli theorem
is used and the Euler fracture line method and Picard approach method are used. In the
third part, the existence and uniqueness of the solution of the Cauchy problem for ordinary
differential equations with discontinuous right-hand sides are studied. In the last part of
the study, the existence and uniqueness of the solution of the problem of a higher order
ordinary differential equation is examined. Also in this section, a generalized state of the
solution of the Cauchy problem is investigated.
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1. GIRIS

Daha cok fizik, kimya ve miihendislik alanlarinda 6ne ¢ikan temel kural ve yasalarin
matematiksel bir dil olarak ifade edilmesi, ilgili siireclerin modellenmesi, diferansiyel

denklemler ve genel manada diferansiyel denklem sistemleri ile miimkiin olmaktadir.

Bircok matematik tarih¢isine gore diferansiyel denklem teorisinde yayinlanan ilk
calisma olarak, [sds = %sz + ¢ integral esitliginin ifade edildigi Gottfried Wilhelm von
Leibniz’in 11 Kasim 1675 yilindaki calismasi gosterilir. Diferansiyel denklem ifadesi
ilk kez, 1676 yilinda Leibniz tarafindan, x,y degiskenleri ile dx ve dy diferansiyelleri
arasinda bir iligki seklinde tanimlanarak kullanilmistir [8]. Ayni zamanda Leibniz,
dy/dx ve integral semboliiniin ilk kullanan matematik¢idir. Buna kargin diferansiyel
denklem teorisi ile ilgili ilk onemli sonuglara ulasan matematik¢i Isaac Newton’dur.
Newton’un bu sonuglari, Leibniz’in ¢alismalarindan daha sonra yayinlanmigtir. 1671
yilinda yazdig1 ancak 1736 yilinda basilmis olan kitabinda Isaac Newton, fliiksiyon
denklemler adim verdigi giliniimiizde birinci mertebeden adi diferansiyel denklemler
olarak bilinen; bir tek bagimsiz degisken, bir bagimli degisken ve onun birinci mertebe
tirevinden olusan denklemleri ilk olarak simiflandirmistir [1]. Newton, denklemin sag
tarafindaki fonksiyonun bir polinom seklinde oldugu durum igin serileri kullanarak bir
¢Oziim yontemi gelistirmistir. YOntemdeki sabit katsayilardan ilkinin keyfi secilebilmesi
sebebiyle denklemin sonsuz sayida ¢Oziimiiniin oldugu sonucunun elde edilmesine
karsin 18.ylizyilin ortalarina kadar birinci mertebe adi diferansiyel denklemlerin genel
cOziimlerinin keyfi bir sabite bagli oldugu tam olarak fark edilememistir. Leibniz, 1682 ve
1684 yillarindaki caligmalari ile diferansiyel denklem teorisi ile ilgili temel bircok sonug
elde etmistir. Daha sonraki yillarda, Isvicreli matematik¢ilerden Bernouilli kardesler, 18.
yiizyilda Euler, Clairaut, Lagrance, D’ Alembert, Laplace ile 19. yiizyilda da, Cauchy,
Jacobi, Ampere, Darboux, Picard ve Frobenius, (adi) diferansiyel denklem teorisini ileri

seviyeye tastyan matematikciler olmuglardir.

Diferansiyel denklem teorisi ile ilgili ilk ¢aligmalar, daha ¢ok denklemleri siniflandirmak,
formiile etmek ve uygun coziim yontemleri belirleme iizerine yapilmigtir. 1687

yilinda Newton, bir cisim iizerine etki eden kuvvetler ve cismin hareketi arasindaki



iligkileri agiklayan hareketin ii¢ yasasini kesfetti. Bu yasalar ile birlikte bir fiziksel
stirecin diferansiyel denklemi kurulurken, siirecin baslangi¢ aninda belirli degere sahip
olmas1 sebebiyle baslangi¢c kosullu diferansiyel denklem konusu énem kazanmistir. Bu
problemin ¢6ziim yontemlerinin arastirilmast asamasindan Once ilk akla gelen soru,
¢Oziimiin var olup olmadig ile ilgiliydi. Sonraki siirecte, baslangic kosullu diferansiyel
denklemin ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi problemi, diferansiyel denklem teorisinin temel
problemleri arasinda yerini almistir. Bu problemlerin ¢oziimlerinin varlig ile ilgili ilk

calisan matematik¢i Augustin Louis Cauchy’dir. Cauchy calismalarindan birinde,

dx
= f) (1.1)

diferansiyel denklem sistemindeki esitligin sag tarafi, bir (fp,xp) noktasinin bir

komsulugunda analitik ise bu durumda bu sistemin,

x(tp) = xo (1.2)

baslangi¢ kosulunu saglayan bir tek ¢oziimiiniin var oldugunu ispatlamistir. Ustelik bu

¢Oziimiin, 7o noktasinin bir komsulugunda yakinsak olan,

[}

x(t)=Y ai(t—1)

i=1

seklinde bir kuvvet serisi ile ifade edilebildigini gostermistir. Bu calismadan
sonra, (1.1)-(1.2) baslangic deger problemi artik siklikla Cauchy Problemi olarak

adlandirilmistir.

1886 yilinda Giuseppe Peano, (1.1) sistemindeki esitligin sag tarafindaki fonksiyonun,
(fg,x0) noktasinin bir komsulugunda siirekli olmasi hipotezini kullanarak Cauchy
Probleminin ¢6ziimiiniin varligz ile ilgili Peano varlik teoremi olarak bilinen teoreminin
ispatin1 vermistir (diizeltilmis ispati 1890 yilinda yaymlanmistir [2], [3]). Sonraki
yillardaki onemli bir gelisme de, Rudolf Lipschitz’in 1864 yilindaki Fourier Serilerinin
yakinsakligi ile ilgili calismasinda ortaya koydugu Lipschitz kosulunun uygulamalari
olmustur. 1890 yilinda Charles Emile Picard, analitiklikten daha zayif kosullar altinda
Cauchy Probleminin ¢oziimiiniin var oldugunu gostermistir [4]. Picard bunu, (1.1)

sistemindeki esitligin sag tarafindaki fonksiyonun, (fo,xo) noktasinin bir komgulugunda



stirekli ve (x degiskeni iizerinden) Lipschitz olmasi kosullarindan yararlanip, daha sonra

problemin bir ¢oziimiine diizgiin yakinsak olacak
t

@o(t) = X0 , Pnt1(t) :Xo—l-/t F(5,0u(s))ds, n>0
0

seklinde ((p,,)n yaklagimlar dizisi tanimlayarak yapmistir. Bu yOntem, Picard’in
Yaklasimlar Yontemi olarak bilinir. 1894 yilinda Ernst Leonard Lindel6f’tin ayn1 teorem
izerindeki ¢aligmalari ile Picard-Lindelof varlik ve teklik teoremi olarak bilinen teoremin
son hali ifade edilmistir. 1898 yilinda William F. Osgood, Arzela-Ascoli teoremi

yardimiyla Peano teoreminin farkli bir ispatin1 vermistir [5].

1950’11 yillarin sonlarina dogru, (1.1) sistemindeki esitligin sag tarafindaki fonksiyonun
stireksiz oldugu adi diferansiyel denklem sistemleri ile calisilmistir ve giincel olarak bu
calismalar devam etmektedir. [6], [9], [11], [13], [14], [19], [20], [24] ve [25] calismalar1
bunlardan birkacidir. Bu denklem sistemlerinin elektrik miihendisliginden mekanige
kadar genis bir uygulama alanm1 mevcuttur. Bir¢ok fiziksel siire¢ siireksiz fonksiyonlar
yardimiyla aciklanmaktadir. Ornegin, egimli bir rampada asag1 yonde kayan tuglanin

hareketinin hizini tanimlayan diferansiyel denklem,
V() = gsina — ngcos asign(v(t))

seklindedir. Burada, tuglanin hiz1 v, yer ¢cekimi ivmesi g, rampanin egimi & > 0, siirtiinme
katsayis1 1 olmak {izere, bu sistemin sag-tarafi hizin siireksiz bir fonksiyonudur. Bir diger
ornek olarak, parasiit problemi olarak bilinen problem verilebilir. Parasiit probleminde,
parasiit¢iiniin diisey olarak diistiigii ve bir ¢+ = #y aninda paragsiitiiniin acildig1 kabul
edilerek, Newton’in ikinci yasasi geregi meydana gelen hareketin hizini tanimlayan
diferansiyel denklem,

dv

m— =mg— ov

dt
seklindedir. Burada parasiitciiniin kiitlesi m, diisiis hiz1 v, 0 <t < #y icin o = o
olmak iizere parasiitcii serbest diisiisteyken hava direncinden kaynakl siirtiinme kuvveti
Fy = —aqv ve t > 1y icin @ = o olmak lizere ¢ = ty aninda parasiitiin acilmasiyla
olusan siirtiinme kuvveti F; = —opv olacak bicimde tanimlidir. Dolayisiyla bu sistemin

sag-tarafi siireksiz bir fonksiyondur. Ayrica, kontrol teorisindeki degisken yapili objelerin



modellenmesi ya da kaydirma hareketlerini ifade eden bazi diferansiyel denklemler
stireksiz fonksiyonlar araciligr ile insa edilmektedir. Klasik anlamda ¢6ziim kavramu,
bu tarz denklemler icin yeterli olmayacagindan genellestirilmis anlamda bir ¢6ziim

kavramina ihtiya¢ duyulmaktadir.

Bu tez calismasimnin ilk boliimiinde temel kavramlar ve yardimci teoremlerden
bahsedilerek Cauchy Problemi ifade edilecektir. Bu problem ic¢in, klasik anlamda
ve genellestirilmis anlamda ¢oziim kavramlar1 verilecektir. Daha sonra teoremlerde
kullanilacak hipotezler verilip, klasik anlamda ¢6ziimiin varlik ve tekligi ile ilgili
teoremler ifade edilerek bu teoremler ispatlanacaktir. Bu ispatlarda, Banach sabit
nokta teoreminden, Euler kirik dogrularindan, Picard yaklagimlar ydnteminden

yararlanilacaktir.

Bulgular boliimiinde sag-tarafi siireksiz adi diferansiyel denklemler sistemi ile
calisilacaktir. Cauchy probleminin genellestirilmis anlamda ¢6ziimiiniin varlik ve
tekligi ile ilgili teoremler ifade edilip ispatlanacaktir. Ek olarak, c¢oziimiin Lipschitz
kosulunu saglayacagi uygun hipotezler belirlenecektir. Daha sonra problemde denklem
sistemi yerine yiiksek mertebeden bir diferansiyel denklemin s6z konusu oldugu
Cauchy probleminin ¢oziimiiniin varli§1 ve tekligi verilecek ve Cauchy probleminin
¢Oziimiiniin genellestirilmig bir hali incelenecektir. Son olarak elde edilenlerin 6rneklerle
uygulamalar1 yapilacaktir. Bu uygulamalar sonucunda, Cauchy problemlerinin asagidaki

bilinen Ozellikleriyle ilgili 6rnekler verilmis olacaktir.
(i) Bir Cauchy probleminin ¢6ziimiiniin daima var oldugu sdylenemez (Ornek 4.21 )

(ii) Klasik anlamda coziimiin olmadig1 fakat genellestirilmis anlamda ¢oziimiin var

oldugu drnekler meveuttur ( Ornek 4.20 ve Ornek 4.22).

(iii) Varlik teoremlerindeki hipotezler (klasik anlamda veya genellestirilmis anlamda)
¢cOziimiin varligr i¢in gerek kosullardir. Bu hipotezlerin saglanmadig:1 fakat ¢oziimiin
var oldugu problemler mevcuttur (Ornek 4.20, klasik durum i¢in k£ = 0, genellestirilmis

durum i¢in k ¢ {—a, 0,0} ).



2. GENEL KISIMLAR

2.1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolumde tezde kullanilacak temel tanim ve kavramlar verilecektir. Aksi

sOylenmedikc¢e X bostan farkli bir kiimeyi gosterecektir.

Tanim 2.1. 6 : X — X fonksiyonu verilsin. Eger 6(x) = x olacak sekilde bir x € X varsa,

x noktasina 6 fonksiyonunun bir sabit noktas1 denir.

Tanmim 2.2. (X,d) bir metrik uzay ve 6 : X — X fonksiyonu verilsin. Her x,y € X i¢in

d(8(x),0(y)) < ad(x,y)

olacak sekilde x ve y noktalarindan bagimsiz bir 0 < @ < 1 sayis1 varsa 6 fonksiyonuna

bir daralma denir.

Onerme 2.3 (Banach Sabit Nokta Teoremi). [16] Tam bir metrik uzay iizerinde taniml

her daralmanin bir sabit noktasi vardir ve bu sabit nokta tektir.

Tanmim 2.4. (X,d) bir metrik uzay ve E bir Banach uzay1 olmak tizere F C C (X E ) olsun.
(a) Eger her pozitif € sayisina karsilik, d(x,y) < 8 kosulunu saglayan herhangi iki
x,y € X noktalar1 ve her f € F fonksiyonu i¢in || f(x) — f(y)|| < € saglayacak sekilde
noktalardan ve fonksiyondan bagimsiz bir § > 0 sayisi varsa, F fonksiyonlar ailesine X

kiimesi iizerinde es siireklidir denir.

(b) Herhangi bir f € F ve herhangi bir x € X icin,

Ff(x)]] < K kosulunu saglayan,
fonksiyondan ve noktadan bagimsiz bir K > 0 sayisi varsa, F fonksiyonlar ailesine diizgiin

sinirhidir denir.

Teorem 2.5 (Arzeld-Ascoli). [16] BirF C C([a,b];R") ailesi diizgiin siurh ve es siirekli
ise bu aileye ait herhangi bir fonksiyon dizisinin [a,b] aralig1 iizerinde diizgiin yakinsak

bir alt dizisi vardir.



Onerme 2.6 (Gronwall Lemmasi). [20] z fonksiyonu bir [x,x;] kompakt araligi
lizerinde tamml ve pozitif degerli siirekli bir fonksiyon olsun. Oyle C, L pozitif sayilart
ve her x € [xg,x;] i¢in

72(x) <C+L / z(s) ds
X0
esitsizligi gercekleniyor ise,
2(x) < C.eH0)

esitsizligi de gerceklenir.

Tammm 2.7 (Mutlak Siireklilik). Bir f : [a¢,b] = R (a < b, a,b € R) fonksiyonu
verilsin. Eger her pozitif € sayisina karsilik, [a,b] araligmin Y7 | (b; —a;) < 6 kosulunu
saglayan her sonlu tane ikiserli kesisimleri bos olan |ay,bi], ..., ]an, b,[ alt araliklari igin

1 1f(bi) — f(a;)|< € saglayacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 varsa, f fonksiyonuna [a,b]

aralig1 iizerinde mutlak siirekli denir.

Onerme 2.8. [12] Her bir bilesen fonksiyonu mutlak siirekli olan ¢ : [a,b] —

R™ seklindeki vektor degerli fonksiyon mutlak siireklidir.

Onerme 2.9. [15] (a) Lipschitz kosulunu gercekleyen her fonksiyon mutlak siireklidir.

(b) f:[a,b] > R ve g:[a,b] — R mutlak siirekli fonksiyonlar1 verilsin. Bu durumda

f+g, of (¢ €R), fgve |f| fonksiyonlari da mutlak siireklidir.

Teorem 2.10. [23] F : [a,b] — R fonksiyonu verilsin.
(a) F mutlak siireklidir.

(b) Asagidaki 6zelligi saglacak sekilde bir f € L![a, b] fonksiyonu vardir

F(x) = F(a) +/axfdu, V€ [a,b] .

(c) F =f hh

(d l[a,b] arahig1 iizerinde mutlak siirekli her fonksiyon hemen-her yerde

diferansiyellenebilirdir ve tiirev fonksiyonu integrallenebilirdir.

Burada (a) < (b) = (c) ve (a) = (d) gerektirmeleri gergeklenir.



Teorem 2.11. [30] (X ,ZX) Ol¢iilebilir bir uzay ve (]R,BR) Borel olgiilebilir bir uzay
olsun. f:X — R" fonksiyonunun olgiilebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul x € X
ve f(x) = (fi1(x), f2(x), ..., fa(x)) olmak iizere, her bir bilesen fonksiyonunun l¢iilebilir
olmasidir.

Teorem 2.12. [29] (X,X) dlgiilebilir bir uzay ve f : X — [0, 0] dlgiilebilir bir fonksiyon

olsun. Bu durumda agagidaki kosullar saglayan bir (f,),cn basit fonksiyon dizisi vardur,
(a) Her n € Nigin f, : X — [0, o[ 6l¢iilebilir,

®) fi<fo<- - <fy<oo

(c) Her x € X i¢in lim,_,e f;,(x) = f(x).

Sonuc 2.13. f: X — R 6lciilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda dyle bir (fn)nen basit

ve Olgiilebilir fonksiyon dizisi vardir ki, her x € X i¢in lim,, . f,(x) = f(x) olur.

Teorem 2.14. [29] (X ,Z) Olciilebilir bir uzay ve ( fan (x))n eN bir E C X kiimesi iizerinde
tanimli Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar dizisi olmak iizere, h.h. x € E i¢in
fu(x) = f(x) olsun. Eger h.h. x € E ve her n € N i¢in |f,| < g olacak sekilde bir
Lebesgue integrallenebilir g fonksiyonu var ise, f fonksiyonu E {iizerinde Lebesgue

integrallenebilirdir ve lim, e [; f1(x) dx = [ f(x)dx gerceklenir.

2.2. CAUCHY PROBLEMI

Adi diferansiyel denklemlerin 1.mertebe normal sistemini yani,

dx1
E =h (I,X1,X2, ~~7xn)
dx
d_l‘n = fn (t,x1 , X2, ...,xn)

sistemi goz Oniine alinsin. Bu sistem vektor formda,

dx_

o =) 2.1)

seklinde ifade edilebilir. Bu gosterimlerde, / C R herhangi bir aralik, (a,b) C1ver €1

olmak tizere,



f=(fi,fu)  IXR" 5 R"

!

Xl =R X (1) = (x)(0),55(0), 00,2, (1)) ve

/abx(t) dt = (/abxl(t) dt,...,/abxn(t) dt)

ozellikleri gecerlidir. Dikkat edilecek olursa, (2.1) sisteminin sag tarafindaki fonksiyon
Fy:t — f(t,x(r)) seklinde tanimli bir bileske fonksiyondur ve (2.1) sistemi x(t) =
F(t) seklinde ifade edilebilir.

Simdi / araliginin herhangi bir 7y i¢ noktas1 alinsin ve [y ile #y noktasinin agik bir yuvari

gosterilsin. Bu durumda x° € R” olmak iizere,

X0 =F (1,0)
x(to) =x° (2.2)

baslangi¢c deger problemine Cauchy Problemi denir. Ayrica (2.2) esitliklerini saglayan
x : Iy — R" fonksiyonu varsa, bu fonksiyona Cauchy probleminin Iy iizerindeki bir ¢oziimii

denir.

2.2.1. Klasik Anlamda Coéziim Kavrami

(2.2) esitliklerini saglayan ve I tizerinde siirekli tiirevi olan bir x : [y — R” fonksiyonuna,
(2.2) probleminin Iy iizerinde klasik anlamda ¢oziimii denilir. Diger bir deyisle, klasik
anlamda ¢oziim ile (2.2) probleminin C' smifi iizerindeki ¢oziimii arastirilacaktir. Bu

durumda her bir x ¢6ziimii i¢in, ¢t — f (t,x(t)) bileske fonksiyonu siirekli olacaktir.

Daha sonraki boliimlerde detayl bir sekilde agiklanacag iizere, f fonksiyonunun siirekli
olmasi hipotezi altinda calisilarak, (2.2) probleminin klasik anlamda ¢6ziimii i¢in varlik
teoremleri elde edilebilecektir ve bu teoremlerdeki hipotezler, klasik anlamda ¢oziimiin
varlig1 icin gerek kosullar olacaktir. Bu hipotezlerin saglanmadig fakat klasik ¢oziimlerin

var oldugu ornekler vardir.



2.2.2. Genellestirilmis Anlamda Coziim Kavram

Diferansiyel denklemler teorisinde, f fonksiyonunun siirekli olmadigi bir¢ok (2.2)
problemi vardir. Literatiirde bu denklemler daha cok sag-tarafi siireksiz diferansiyel

denklemler olarak adlandirilir.

Sag-tarafi siireksiz olan diferansiyel denklem sistemlerinin elektrik miihendisliginden
mekanige kadar ¢ok genis bir uygulama alani mevcuttur. Ciinkii ¢cogu fiziksel kanun
siireksiz fonksiyonlar yardimiyla agiklanabilir. Ornegin, baz1 elektronik aletlerin kuru
siirtinme kuvvetinin ifade edilmesi gibi. Ayrica kontrol teorisindeki degisken yapili
objelerin modellenmesi ya da kaydirma hareketlerini ifade eden bazi diferansiyel
denklemler siireksiz fonksiyonlar araciligi ile insa edilir. Klasik anlamda ¢oziim kavrami,
bu tarz denklemler i¢in yeterli olmayacagindan genellestirilmis bir ¢6ziim kavramina

ithtiyac duyulur.

Ornek 2.15. n = 2 durumu igin

-1 ,x(t) <0

qO=41 x>0 (2.3)
2 x(r)=0

() =0, x(0)=0 (2.4)

problemi gz 6niine alnsin(bu 6rnek, Ornek 4.20’nin 6zel bir halidir). Bu problemin
klasik anlamda ¢oziimii yoktur. Ozel olarak, 7 > 0 olmak iizere x;(¢) = ¢ fonksiyonu
diisiiniiliirse, (x; (), x2(r)) = (#,0) fonksiyonu [0,7] iizerinde, 1 = 0 noktast disinda
verilen denklemi ve baglangic kosulunu saglar. Ayrica (2.3) esitliginin sag-tarafindaki
fonksiyon # = 0 noktasinda taniml1 olmayacak sekilde verilmis olsaydi, yine klasik ¢oziim

kavramindan bahsedilemezdi.

Simdi bu ornekten yola cikilarak, klasik ¢oziimlerin miimkiin olmadig1 durumlarda da

¢Oziimiin olabilecegi genellestirilmis bir ¢6ziim kavrami verilsin.

Tanim 2.16. (2.2) problemindeki baslangi¢ kosulunu ve tiirevle ilgili esitligi hemen
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her ¢ € Iy noktasinda saglayan, Iy yuvarinda veya uygun T > 0 i¢in [to,T],[—T,0]
araliklarindan biri tizerinde tanimli, deger bolgesi R” olan mutlak siirekli x fonksiyonuna,

(2.2) probleminin tanim kiimesi tizerinde genellestirilmis anlamda ¢oziimii denir.

2.2.3. Cauchy Probleminin Klasik Anlamda Coziimiiniin Varhg ve Tekligi ile lgili
Teoremler
Bu bolim boyunca (2.2) Cauchy Probleminin klasik anlamdaki c¢ozimii ile
ilgilenilecektir. Bunun i¢in Oncelikle teoremlerde yararlanilacak hipotezlerden soz
edilecektir. Daha sonra varlik ve teklik teoremleri ifade edilecek, son olarak teoremlerin
ispatlar1 verilecektir. 11k olarak ispatlarda kullanilacak a,b,L,M sayilar1 ve hipotezler
verilsin; 7y noktasi I araliginin bir i¢ noktasi oldugundan B,[ty] C I olacak sekilde bir
‘]

a > O reel sayis1 vardir. f: I x R" — R” fonksiyonunun By [ty x Bj[x"] bolgesine kisitlanigi

icin agagidaki hipotezler kullanilacaktir.

(H1) f fonksiyonu B,[tg] x Bj[x"] bolgesinde siireklidir.
(H2) Herhangi bir ¢t € B,[to] icin f(t,-) fonksiyonu, By [x"] iizerinde Lipschitz kosulunu

saglar. Bunun anlamu, her x,y € B, [x"] igin

1f(2,x) = f (. 9)I| < Llix =yl (2.5)

kosulunu saglayacak sekilde noktalardan bagimsiz bir L pozitif sayisinin

olmasidir.

(H3) B,tg] x B,[x"] bolgesinde f, kismi tiirevi var ve siireklidir.

Dikkat edilecek olursa, (H1) kosulunu gercekleyen f fonksiyonu igin
M = sup { | f(z,x)|| : t €Bylto] ve x € Bb[xo]} < oo gergeklenir.
Onerme 2.17. (H3) hipotezi gecerli olsun. Bu durumda (H2) gerceklenir.

Onerme 2.18. [7] (H1) hipotezi gecerli olsun. Bir x : Iy — R" fonksiyonunun (2.2)

probleminin bir ¢oziimii olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul bu fonksiyonun asagidaki
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integral denkleminin bir ¢oziimii olmasidir

x(t) =x+ tf(s,x(s)) ds .

To

Tanmm 2.19 (Picard Yaklagimlart Metodu). Bu metod, (2.2) probleminin ¢oziimiine
yakinsayacak bir (x"),cn fonksiyon dizisi kullanilarak ¢6ztimiin bulunmasi ilkesine
dayanir.

Buradaki (x"),cn fonksiyonlari, #) noktasinin bir komsulugunda siirekli olacak sekilde
secilen fonksiyonlardir. Genellikle ilk yaklasim fonksiyonu x° (t)= 19 olarak segilir. Diger

terimler ise, m € N i¢in,

X)) =x + . f(s, 2" (s))ds

To

seklinde belirlenir.

Simdi teoremleri ifade edelim.

Teorem 2.20 (Peano). [7] (H1) hipotezi gergerli olsun. Bu durumda
) b
0, = min {a, —}
M

olmak {iizere, (2.2) probleminin By [to} tizerinde bir ¢6ziimii vardir.

Teorem 2.21 (Picard-Lindelof). [21] (H1) ve (H2) hipotezleri gecerli olsun. Bu durumda,

0<r< min{ﬁ,a,ﬁ%} olacak sekilde belirlenen r sayisi icin (2.2) probleminin

B,[to] tizerinde bir ¢oziimii vardir ve bu ¢6ziim tektir.

Teorem 2.22. (H1) ve (H2) hipotezleri gecerli olsun. Bu durumda

. b
o = min {a, —}
M
olmak iizere, (2.2) probleminin By, [to} iizerinde bir ¢oziimii vardir ve bu ¢oziim tektir.

Teorem 2.23. (H1) ve (H3) hipotezleri gecerli olsun. Bu durumda (2.2) probleminin #

noktasinin bir kapali yuvar1 Bg[ty] tizerinde ¢oziimii vardir ve bu ¢o6ziim tektir.
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Teorem 2.24. [21] (a) (H2) hipotezi gegerli olsun. Bu durumda (2.2) probleminin
¢Oziimii varsa tektir.

(b) (H3) hipotezi gegerli olsun. Bu durumda (2.2) probleminin ¢oziimii varsa tektir.

Teoremlerin Ispatlar

(2.2.3.) baghig1 altindaki kavramlar gecerli olmak iizere, yukarida ifade edilen teoremleri

sirastyla ispatlayalim.
Teorem 2.20’in Ispati

Teoremin ispat1 [to,to + ] araligi tizerinde gosterilirse, [tp — o,%p] i¢in de ayn1 yontem
gecerli olacaktir.

f fonksiyonu B,[ty] x Bp[x°] kompakt kiimesi iizerinde siirekli oldugundan bu kiime
tizerinde diizgiin siireklidir. Dolayisiyla, herhangi € > 0 sayisina karsilik 6yle bir n(g) > 0

sayis1 vardir ki,

jt =] <mn(e)

[l =x[| <n(e)
bagmtilarini gergekleyen her (¢,x), (£,X) € B,to] x By[x°] igin,

H f(tax) _f(ﬂx)H <€
gerceklenir.

Simdi, he = ]% < min{n(e), %} ve tj=1o+j.he ,j=0,1,2,...,N(&) olmak iizere,
fo <t1 <tp <--- <ty() =Io+ a diizgiin pargalanigt alinsin ve buradan Euler poligonal

dogrular1 asagidaki sekilde insa edilsin.

Bunun icin dncelikle kirik dogrular1 ifade etmek gerekir.
(t0,x°) noktasindan gecen, egimi f(fo,x°) olan dogru iizerinden , 7| noktasinin goriintiisii

olan noktaya @ (1) denilsin ve agagidaki gibi tanimlansin,

0c(11) = Qe(to) + he. f(to,x°) .
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(Dikkat edilirse , @¢(fg) = x° ve he = (t; —to) olur.)

Aym sekilde , (71, @¢(¢1)) noktasinda gegen, e§imi f(¢,@¢(f;)) olan dogru iizerinden,

xp noktasinin goriintiisii olan noktaya @¢(#,) denilsin ve asagidaki gibi tanimlansin,

Pe(t2) = @e(t1) +he f (11, Qe(11)) -
Bu sekilde devam edilirse,
Pe(tn(e)+1) = Peltn(e)) +h£-f(f1v(s), Qe (tN(s)))

olacak bicimde tanimlanir.

Buradan Euler poligonal dogrusu, @ : [fo,fo + a] — R" olmak iizere,

Qe (1) = Qe(t;) + (1 —1;) f (1, Qe (1))

@ (19) = x° ti<t<tjn

seklinde tanimli, parcali dogrusal fonksiyondur.

Simdi, herhangi bir ¢ € [ty, 7o + o] igin,

| @e(t) —x" || <Ma < b

ifadesi gerceklenir. Yani, t; <t <tjy ve j=0,1,...,N(€) olmak iizere

1 @)+t —1;) (17, 9e (1)) =2 | < b
esitsizligi saglanir. Ciinkii,

(i) j=0vety <t <t igin;

| @e(to) +(f—fo)f(f0,(0s(fo)) x| =t—1 || f(fo,%(to)) |

gaMgﬁ.M:b
M

(2.6)
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bulunur.
(ii) j=1vet; <t <tigin;

| @e(tr) + (1 —11) £ (11, 0e(t1)) —x° || = || @elto) + he.f(t0,x°) ++(t —11) £ (11, Qe(t1)) —x° |
<l —to| M+t —t1| M <Ma<b

bulunur ve bu sekilde devam edilirse, herhangi bir ¢ € [tg, g+ ] icin || @e(t) —xV || < b
oldugu gosterilir. Boylece, her ¢ € [to,to + @] igin (¢, Qe (t)) € By|to] x By[x°] bolgesinde

oldugu ispatlanir.

Diger taraftan, 7; <t <t i¢in @e(t) = @e(t;) + (1 — 1)) f(tj, e (t;) ve @g(to) = 10
oldugu biliniyor. Bundan yararlanilarak, herhangi 7,7 € [tg,fp + o] i¢in

| 9(1) = @e(F) || < Mt —7 | 2.7)

bagintisi elde edilir.

(2.7) esitsizligi yardimiyla, (@¢)e~o fonksiyonlar ailesinin, [fo,7o+ a] iizerinde es

stirekli oldugu sonucuna ulagilir.

Yine (2.7) ifadesinde, r = ty alinip esitsizlik uygulanirsa
| @e(t) || < Mo+ |||

bulunur. Buradan ise (@¢)¢~0 fonksiyonlar ailesinin diizgiin sinirli oldugu elde edilir.

Dolayisiyla (@¢)e~0 fonksiyonlar ailesi; hem es siirekli hem de diizgiin sinirhdir.

Simdi, (,l,)neN dizisine kargilik gelen (@,),en dizisi alinsin. Boylece Arzela-Ascoli
Teoreminden, Oyle bir ¢ : [fo,7o + ] = R" siirekli fonksiyonu ve dyle bir (@, )ren alt

dizisi vardir ki, [fg,fo+ ] tizerinde ¢,, — @ olacak sekilde diizgiin yakinsar.

Elde etmis oldugumuz ¢ fonksiyonu (2.2) denkleminin bir ¢6ziimiidiir. Bunu ise, asagida

tanimlanan fonksiyon dizisi yardimiyla gosterelim.
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(P;zk(f) — [t o0 (1) tj'c <t <t_];+1

0 , 1€ P,

g (1) = (2.8)

Burada, j=0,1,...,N(ng) olmak iizere, P, = {t§,¥,...,tX} parcalamigini gostermektedir.
Euler poligonal dogrusu tanimindan,

Ou (1) = @u, (1) + (1 = 1)1 (25, @, (1))

0 k k
Pn(f0) = x 1<t <ti,

ko tk

bulunur. Buradan tiirev alinirsa , her | it

[ i¢in
O (1) = £(25, 0, (5))

elde edilir.

Bununla beraber, he = ]% < min{n(s),%} bilgisi ve f fonksiyonunun diizgiin

siirekliligi kullanilarak , her ¢ € [fg, 70+ ] icin

1
I gn (1) | < — (2.9)
ng
ifadesi elde edilir.

Bunlara ilaveten, g, fonksiyonu siirekli olmamasina ragmen, [to,fo + o] araliginda

Riemann integrallenebilirdir. Ciinkii siireksizlik noktalar1 kiimesi

{ff}og JE<N(me)

sonludur. Dolayisiyla, (2.8) ifadesinin her iki tarafinin da integrali alinirsa,

hert € [to, 10+ c] igin,

t t
(Pnk<t>:x0+ . f( sa(Pnk(S))dS+ p gnk<S) dS
0 0

ifadesi elde edilir ve buradan k — o< i¢in limite gecilirse,

t

t
lim @, (t) =x"+ lim [ f(s,@,.(s) ) ds+ lim [ g, (s) ds

k—yoo k—ro0 J1, k=0 J 1,
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bulunur.

Buradan f fonksiyonunun B[] x B,[x°] bolgesinde diizgiin siirekliligi, (n,)
fonksiyon dizisinin [tg,fp + o] iizerinde diizgiin yakinsakhig1 ve bu aralik iizerindeki

her eleman igin | gy, () | < n—lk esitsizligi kullanilirsa,

o) ="+ [ 1(5.00)) s

integral denklemine ulagilir. Bu ise, ¢ fonksiyonunun [fy,79+ ¢| araligi iizerinde (2.2)

denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu soyler.

Boylelikle ilk teoremin ispati tamamlanir.

Teorem 2.21’un Ispati

Herhangi bir 0 < r < min {ﬁ,a, ]%} gercekleyen r sayisi secelim ve

X = {x : B,[tg] = Bp[x"] : x siirekli}

kiimesini tanimlayalim. Notasyonda kolaylik acisindan B, [tg] = Jo ve B [x"] = J diyelim.
Dikkat edilecek olursa, X kiimesi, C (B, [to]) tam uzaymnin kapali bir alt kiimesi
oldugundan diizgiin yakinsaklik metrigine gore bir tam alt uzaydir. Simdi, 7 : X — X

fonksiyonunu

Tx(t) ="+ tf(s,x(s))ds

To

olacak gekilde tanimlayalim. Tx(Jy) CJ oldugunu ispatlayalim. Herhangi ¢ € Jj igin,
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N

Jiltontet]
f 1] -d -tﬂ _fﬂ'i'\a f

>

Sekil 2.1: f : I x R — R fonksiyonunun B,[to] x B,[x°] bolgesine kisitlanisi icin Cauchy
probleminin (fy,xp) noktasindan gegen integral egrisinin bulundugu bolge
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ITx(0) ") = |

/totf(s,x(s))dsH
< [1rGsxto)las
S/Isup{Hf(s,x(s))H . sel, xel)

Io

= sup{||f(s,x(s))|| : s€l,xeJ} |t—1)]

b
=Ml|t—1to| <Mr<M—=5b
M

olur. Yani || Tx(¢) —x°|| < b bulunur. Buradan Tx(Jy) C J elde edilir ve son olarak
f fonksiyonu Jy araliginda siirekli oldugundan dolayr 7x fonksiyonu da siireklidir.

Dolayistyla her x € X icin 7x € X gosterilmis olur.

Simdi T fonksiyonunun bir daralma oldugunu gosterelim. Herhangi x,y € X ve 1 € Jy

alalim. Tanimi geregi x(7),y(¢) € J gergeklenir ve

(0= 750) = | [ osstoDds— [ s 5t6)as]
=[] st = 6|

< [ 1) sty ias]

< L/t: sup{|[x() —y(1)|| : ¢ € Jo }ds

1
< Lit 10| sup|lx(t) = y(#)[| < Lr sup [lx(r) —y(r)]| < 5 supllx(r) = ()]
tedy tedy tedy

elde edilir. Dolayisiyla Banach Sabit Nokta Teoreminden, 7" fonksiyonunun x € X olacak
sekilde bir sabit noktasi vardir ve bu nokta tektir. Boylece ¢oziimiin varlig: ve tekligi elde

edilmis olur.
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Teorem 2.22’nin Ispati
Herhangi bir ¢t € By [to] icin  x°(t) = x° sabit fonksiyonu siireklidir ve grafigi
B,to] x By[x"] bolgesinde bulunur.
t
() =x"+ f(s,xo(s))ds

Io

fonksiyonu incelenirse,

! (1) =%l = |

/t:f(s,xo(s))dsH

</ 17 (5.20(5)) | ds

b
<SM|t—to| <M —=b
M

oldugundan fonksiyonun grafigi B, [tg] x Bj,[x"] bolgesine aittir ve fonksiyon siireklidir.

Benzer sekilde

() =x"+ tf(s,xl(s))ds

To

seklinde tanimh x%(¢) fonksiyonunun grafigi de Bg[to] x By[x°] bolgesine aittir ve

fonksiyon siireklidir. Bu yolla devam edilirse, her £ € N ig¢in,

t
He)y=2"+ | fs,x*(s))ds

Io
fonksiyonunun grafigi de B, [tg] x By[x"] bolgesindedir ve fonksiyon siireklidir. Boylece
yukaridaki sekilde tammli olan (x*(¢)); fonksiyonlar dizisi olusturulur. Tiimevarim
yontemi ile bu dizinin her bir teriminin By, [to] kapal1 yuvarinda tanimli, siirekli , grafigi
‘]

(t0,x°) noktasindan gegmekte ve bu fonksiyonlarin grafiklerinin B, ] x By [x°] bolgesine

ait oldugu goriiliir.
Simdi herhangit € By [to} icin,

|51 (r) — XK (r) || = ‘ /zol [f(s,xk(s)) —f(S,xk—l(s))}dSH
< /tot f(s,xk(s)) —f(s,xk_l(s)) Hds

t
<L

XK (s) —xk_](s)Hds (2.10)

Io
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elde edilir.
Iddia. Hern € Nver € By [to] icin,

(Lt —1o])"

=X < b
n!

esitsizliginin gerceklendigini tiimevarim yontemi ile gosterelim. (2.10) esitsizliginden,

n =1 i¢in,
le? = x| < bL|r —1o]
bagintist saglanir. Tiimevarim hipotezi altinda,

”xn-l—z _xn—i—l ” _4 ’

/tot [f(s,x"“(s)) —f(s,x”(s))}dsH

t
< | LI (s) —x"(s) | ds

Iy

t (Lls—1to|)"
< LbMds
1o n!
Ln+l (|t—t0|)"+1
n! n—+1
(L|t —1o])"+!

(n+1)!

<b

=b

saglandigindan, esitsizlik her n € N i¢in dogrudur.

Her n € Nigin ¥ =x0+ (x' —=x%) + (x> —x!) +--- + (* = x"~!) oldugundan, yukarida

ispatlanan iddia kullanilarak,

= |4 (! =) (2 =) e (=)

R [ ] R [ [ e o [ |

bLo.  b(Lo)? b(La)"

<X +b+ ==+ Loy | . bLa)
1! 2! n!

Lo (Lo)? Lo)"

:’|x0"+b(1+_+u+...+u)
1! 2! n!

elde edilir ve Y~ (Lr‘j)n = ¢I'% oldugundan sag taraftaki kismi toplamlar dizisi ||x°|| +

b e** sayisma yakinsar.
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Buradan Weierstrass M. Testini kullanilirsa,

0+ (! =20+ 2 =)+ (=)

kismi toplamlar dizisi By [fy] yuvari iizerinde bir x fonksiyonuna diizgiin yakinsar. Uzay
tam oldugundan, bu yuvar iizerinde x" — x olacak sekilde diizgiin yakinsamis olur.
Buradan, (x”)n ¢ stirekli fonksiyonlar dizisi By [t()] izerinde bir x fonksiyonuna diizgiin
yakinsadigindan, x fonksiyonu bu aralikta siireklidir. Bunlara ilaveten, (x"(¢)), dizisi

By, [to} tizerinde x fonksiyonuna diizgiin yakinsadigindan,
Ve>0 INE€N Vn>N Vi € Bylto] ||x"(t) —x(1)]| <&

olur. Buradan x fonksiyonunun grafiginin B[to] x B,[x"] bolgesinde oldugu goriiliir.

Ciinkii,
£ > |lX"(t) —x()]| = IIx(r) — ¥ () —x° +x°||

> | flae(r) = 2% = [l (r) = 27|

olur ve

be(t) =] < e+ [lx"(1) —x°|| < e+ b

saglanir. Yani, her € > 0 sayis1 igin ||x(¢) —x°|| < € + b gergeklendiginden istenen

gosterilmis olur. Dolayisiyla her ¢ € By [to} i¢in ,

(t,x(1)) , (£,%"(t)) € Balto] x Bp[x°] C R"*!
oldugundan, Lipschitz kosuluna gore

1F (2" (0) = fe,x(0) || < LI (1) —x(1) (2.11)
ifadesi elde edilir. Ayrica dizinin diizgiin yakinsamasindan,

N €N Vn>N Vi € Bytg] ||x"(1) —x(1)]| < I
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bulunur ve (2.11) ifadesinden dolay1,
3N Vn >N Vt € Bq|to] H F(t,X" (1)) — f(t,x(¢)) H< €

elde edilir.

Buradan ise, (f(s,x"(r))), siirekli fonksiyonlar dizisinin bu aralik iizerinde f(z,x(r))
fonksiyonuna diizgiin yakinsadigi sonucuna ulagihir. Yani lim, . f(7,x"(¢)) = f(t,x(t))
olacak sekilde diizgiin yakinsar. Boylece f(¢,x(r)) fonksiyonu Bg[fo] iizerinde siirekli

bir fonksiyondur. Son olarak,

t

x(t) = lim x"(¢) = lim [xo + f(s,x"_1 (s))ds]

n—oo n—oo fo

t
=%+ lim f(s,x”_1 (s))ds
1

n—oo 0
t

="+ t lim f(s,x"_l(s))ds ="+ f(s,x(s))ds

to n—roo o

esitlifine ulagilir.
f(t,x(t)) fonksiyonu bulunan kapali yuvar {iizerinde siirekli oldugundan dolay1
X (t) = f(t,x(t)) elde edilir ve ayrica x(tg) = x° + f,;o f(s,x(s))ds = x° oldugundan

teoremin varlik kismi tamamlanir.

Teoremin teklik kismina gelinirse, ilk kisimda varlii ispatlanan x(¢) ¢6zimii (2.2)
probleminin bu kapali yuvar iizerindeki tek 6zel ¢oziimiidiir. (2.2) probleminin bagka bir

g(t) ozel ¢oziimii oldugunu varsayalim. Bu durumda,

g'(t) = f(t,8(t))

g(to) =x°

ifadesi saglanir. Bu ifade integre edilirse
0 t
g(t) =2+ | f(s,8(s))ds
0

olur. Ayrica

x(t) =x"+ tf(s,x(s))ds

To
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oldugu bilindiginden, herhangi bir ¢ € By [to] icin asagidaki esitsizlik elde edilir,

lg(®) —x(1)] = |

[ 17658069 = .60 |

< | £(s,8(5)) — £(s.x(s)) || ds (2.12)

Teoremin varlik kisminda x(¢) ¢oziim fonksiyonunun grafiginin B, [tg] x B, [x°] bolgesinde
oldugu ispatlandi. Aym sekilde, g(¢) fonksiyonunun Bty iizerinde siirekli ve grafigi
Ba[to] x By[x"] bolgesindedir. Bundan dolay, her ¢ € Bq[tg] icin (¢,x(t)) , (,8(t)) €
B,lto] x Bp[x"] ifadesi saglanur.

Buradan Lipschitz kosulu ve (2.12) esitsizligi kullanilarak asagidaki ifade elde edilir,

Js)~+0ll <L | " () —x(s) || ds - 2.13)

g ve x fonksiyonlar1 ¢ € By|fp] kompakt kiimesi iizerinde siirekli oldugundan,
D =max{ |g(t) —x(t)]| : t€to—o,tp+ ] } <oo
ve buradan,

llg(r) —x(z)|| < DL

!
/ ds’:DL]t—to\ 2.14)
1o

bagintis1 bulunur.

(2.13) ifadesindeki integrant yerine (2.14) ifadesi uygulanirsa asagidaki esitsizlige ulasilir.

Aymni sekilde en son bulunan esitsizlik yine (2.13) ifadesine uygulanirsa,

3 ! ’S—to ’2 3
lg(r) — x(r)|| < DL / B as =i

To

|t —1o |
3!
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bulunur. Benzer sekilde devam edilirse , her ¢ € By[to] ve her n € N igin,

n’ I —1 ’n
lg(r) —x(t)ll < DL*— =

DL"a" (La)"
< =D

n! n!

elde edilir. Buradan limite gecilirse, her r € By|to] igin g(7) = x(¢) elde edilir.

(2.2) probleminin ¢oziimiiniin tek oldugunu gostermek icin Onerme 2.6’da verilen

Gronwall Lemmasindan yararlanalim. Yukaridaki (2.13) bagintisi kullanilirsa,

lg(t) —x(@)[| <L /l: | g(s) —x(s) || ds
buradan,

C=0 ve z(t)=| g(t) —x(¢) || olarak alinsin.
()= | ) =+(0) | 0+L [ [ a(5)=x(5) |
olmak iizere, her ¢ € [to,f0+ o] i¢in
2(1) = || g(t) —x(1) || < 0.4 =0
bulunur. Ayni sekile 7 € [tg — o,1p] i¢in yapilirsa
2(t) = [ g(t) —x(t) [ <0

bulunur. Dolayisiyla, her t € Byto] igin g(¢) = x(z) gergeklenir.

Teorem 2.23’in Ispati

(H3) hipotezi saglandigindan, Onerme 2.17 kullanilirsa, (H2) hipotezi gegerli olacaktir.

Dolayisiyla, bu teoremin ispat1 Teorem 2.21 veya Teorem 2.22’den elde edilir.

Teorem 2.24’nin Ispati
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(a) Teorem 2.22°de ¢oziimiin tek oldugunu gostermek icin kullanilan ispat ile elde edilir.

(b) Onerme 2.17 ve (a) sikkinin bir sonucudur.
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu tez caligmasinda, adi diferansiyel denklem sistemi icin Cauchy problemi ile
ilgilenilmistir. Bu sistem ile ilgili klasik anlamda ¢6ziim ve genellestirilmis anlamda
¢Oziim kavramlarindan, ol¢ii teorisinden, fonksiyonel analizden ve topolojinin bazi

konularindan yararlanilmasgtir.

Teoremlerin ispatlarinda, Banach sabit nokta teoremi, Arzeld-Ascoli teoremi, Picard
yaklagimlar1 yontemi ve Euler kirik dogrulart yontemi kullanilmigtir. Bunlara ek olarak,
[7], [14] ve [20] kaynaklan ile birlikte [6], [10], [12], [18], [21], [23], [27], [26], [28],
[29], [30] ve [31] kaynaklarindan yararlanilmistir.

Tezin dokiiman haline getirilmesinde ise LateX adli program kullanilmisgtir.
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4. BULGULAR

4.1. CAUCHY PROBLEMININ GENELLESTIRILMIS ANLAMDA
COZUMUNUN VARLIGI VE TEKLIiGI ILE ILGILI TEOREMLER

Bu boliimde (2.2) Cauchy Probleminin genellestirilmis anlamdaki ¢oziimii incelenecektir.
Kontrol teorisi ve miihendislikte cok sik rastlanan mutlak siirekli fonksiyonlar sinifi
tizerinde genellestirilmis ¢oziimiin varligi ve tekligi arastirilacaktir. Bunun i¢in ilk
kisimda teoremlerde yararlanilacak hipotezler verilecek, daha sonra ¢éziimiin varlig1 ve
tekligi ile ilgili teoremler ifade edilecektir. [14], [20] ve [21] kaynaklarinda var olan
teoremlerin farkli gozlem ve detayl incelemeler ile ispatlar1 verilecektir. Ozel olarak
Lipschitz kosulunu gercekleyen coziimiin varligi ve tekligi ile ilgili bir sonu¢ elde

edilecektir.

Ikinci kisimda sirasiyla, (2.2) probleminde denklem sistemi yerine yiiksek mertebeden
bir diferansiyel denklemin s6z konusu oldugu Cauchy probleminin ¢éziimiiniin varlig1
ve tekligi verilecek ve Cauchy probleminin genellestirilmis bir hali incelenecektir. Son

olarak, elde edilen sonuglarin uygulandigi 6rnekler verilerek bazi gozlemler yapilacaktir.

Bu[to] € I olmak iizere, f:1x R" — R" fonksiyonunun Bg[to] x B,[x°] bolgesine
kisitlanigt icin asagidaki hipotezleri goz Oniine alalim.
(G1) H.h. 1 € B,|to] ve her x € B,[x"] i¢in x — f(t,x) fonksiyonu siireklidir.

(G2) Herhangi bir x € B,[x°] ve h.h. t € B,[tg] icin ¢ — f(t,x) fonksiyonu Lebesgue
Olciilebilirdir.

(G3) Herx € By[x"] ve her 1 € B[t] igin || f(¢,x)|| <M(r) kosulunu saglayacak sekilde

bir M : B,[fy] — R Lebesgue integrallenebilir fonksiyonu vardir.

(G4) Her x € B[x"] ve her t € B[to] igin | f(z,x)|| <M kosulunu saglayacak sekilde
bir M > 0 say1s1 vardir.

(G5) Herhangi bir ¢ € B,t] igin f(t,-) fonksiyonu, Bj[x°] iizerinde ¢ : B,[to)] — R
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Lebesgue integrallenebilir fonksiyonu ile Lipschitz kosulunu saglar. Bunun anlamu,
oyle ¢ : B,[to] — R Lebesgue integrallenebilir fonksiyonu vardir ki, herhangi iki

(t,x),(t,y) € Ba[to] x Bp[x"] icin,

17 (t,2) = f,9)[ < L@)[lx =] (4.1)

esitsizligi saglanir.

(G6) Herhangi bir ¢ € B,ltg] i¢in f(t,-) fonksiyonu, Bj[x] iizerinde ¢ : B,[to) — R
Lebesgue integrallenebilir fonksiyonu ile bir-yanl Lipschitz kosulunu saglar. Bunun
anlamu, oyle ¢ : B,[tg] — R Lebesgue integrallenebilir fonksiyonu vardir ki, herhangi

iki (t,x), (¢,y) € Ba[to] x Bp[x"] iin,

(fex)=f(1y)) - (x=y) <L) x -yl (4.2)

esitsizligi saglanir (buradaki carpim, i¢ carpimdir).

Dikkat edilecek olursa, (G5) hipotezinin saglanmasi durumunda (G6)'nmin saglandifi

aciktir.

Lemma 4.1. [14] f : B,[t] x Bb[xo] — R" fonksiyonu (G1),(G2),(G3) hipotezlerini
saglasin ve x:B,[tp) > R" fonksiyonu Lebesgue olgiilebilir olsun. Bu durumda

f(#,x(r)) fonksiyonu Lebesgue integrallenebilirdir.

Ispat. x : B,[t)] — R fonksiyonu ol¢iilebilir olsun. Sonug 2.13 geregi, 6yle bir (x"),en
basit ve Olgiilebilir fonksiyon dizisi vardir ki  lim,_,x"(¢) = x(¢) olur. Boylece
(G1) hipotezinden f(t,x"(t)) — f(t,x(r)) (h.h.) olur ve (G2) hipoteziden dolay:
f(,x(t)) fonksiyonu &l¢iilebilirdir. Son olarak, (G3) hipotezinden f (z,x(¢)) fonksiyonu

integrallenebilirdir.

Lemma 4.2. (G3) hipotezi saglansin ve ¢ € [fg,f + a i¢in ®(1) = fzf) M(s) ds fonksiyonu

tanimlansin. Bu durumda asagidakiler gerceklenir.
(a) P fonksiyonu diizgiin siireklidir.
(b) & fonksiyonu artandir.

(¢c) ®(t9+r) < b olacak sekilde en az bir 0 < r < a sayisi vardur.
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Ispat. (a) ®: [to,7)+a] — R fonksiyonunun her ¢ € [fg, 9+ a] noktasinda siirekli olmas1

icin gerek ve yeter kosul her (#,),en € [fo,t0 +a] ve t, — ¢ igin P(t,) — P(¢) olmasidir.

Buradan herhangi bir (#,),en € [to,%0 +a] icin t, — ¢ olsun. ®(z,) — D(r) oldugunu,

yani

In

t
lim [ M(s)ds= | M(s)ds

n—oo

o to
esitlifinin saglandigin1 gosterelim.
fn
lim ds=1lim [ M
n—eo Jt, n—><><>/ Xtmtn]

olur.

(G3) hipotezi geregi, M € L' oldugundan |M| € L' olur. Dolayisiyla

Lo (5) M(s)|< | M(5)|

oldugu da diisiiniiliirse, Teorem 2.14’den asagidaki esitlik elde edilir:

r}grolo ds_/,}l_r&x[lmtn
Burada
Tim %1 1,1 (5) = X1 (5)

esitligi saglanir saglanir. Gosterelim.

(i) 1o <s<t iginise,
to < s <t =Ilim, t, demektir, yani 6yle bir N; € N vardir ki her n > N; i¢in

s <ty olur. Buradan, her n > Ny igin Y| (s) =1 bulunur.
(ii) s>t iginise,

s >t =lim,_t, demektir, yani 6yle bir Ny € N vardir ki her n > N, i¢in s > ¢, olur.

Buradan ;her n > N, igin %y, ,1(s) =0 bulunur.

(iii) Ayrica {r} tek nokta kiimesinin ol¢iisii sifirdir.
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Yukarida elde edilenlerden,

Xto.ta) = Xito]  Hoh-
bulunur. Boylece

[il

lim M(S) ds = / lim X[to,t,,] M

n—eo Jyo
lim
/n X[z t]

= M(s) ds

Io

sonucuna ulasilip, siireklilik gosterilmis olur. @ fonksiyonu kompakt bir kiime iizerinde
stirekli oldugundan, bu kiime iizerinde diizgiin siireklidir. Dolayisiyla (a) sikkinin ispati

tamamlanir.

(b) 1; <1, olacak sekilde herhangi iki 7,1, € [fo,f0 +a] icin D(11) < D(1,) gerceklenir.

Ciinkii,
/:M(S) ds—/:M(s) ds = —(/:M(s) ds> <0

gerceklenir ve istenen gosterilmis olur.

(¢) @ fonksiyonu [tg,fo+ a] iizerinde siirekli oldugundan bu aralik iizerinde diizgiin
stireklidir. Dolayisiyla, diizgiin siireklilik taniminda b pozitif sayisina karsilik gelen
pozitif say1 6 olmak iizere, r = min{aq, g} alalim. Boylece |fo+r—1y| < & oldugundan

d(1p+r) < b gerceklenir.

Simdi teoremleri ifade edelim.

Teorem 4.3. [14] f : I x R" — R" fonksiyonunun [fg,y + a] x Bp[x°] kiimesi iizerine
kisitlamast (G1),(G2) ve (G3) hipotezlerini saglasin ve ¢ € [fy,f0 + a] igin ®(¢) =
ftg M(s) ds fonksiyonu verilsin. Bu durumda (2.2) probleminin f fonksiyonunun uygun

bir kisitlamasi i¢cin mutlak siirekli bir ¢oziimii vardir.

Teorem 4.4. Teorem 4.3’iin hipotezleri ve (G5) hipotezi gerceklensin. Bu durumda, (2.2)

problemini saglayan ¢oziim tektir.

Teorem 4.5. Teorem 4.3’{in hipotezleri ve (G6) hipotezi gerceklensin. Bu durumda, (2.2)

problemini saglayan ¢oziim tektir.
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Teorem 4.6. Teorem 4.3’de (G3) hipotezi yerine (G4) hipotezi alinirsa, 6zel olarak

Lipschitz kosulunu gercekleyen ¢oziimiin varligi elde edilmis olur.
Teoremlerin Ispatlar

Teorem 4.3’iin Ispati

Lemma 4.2’deki gibi belirlenen bir r pozitif sayis1t ve her k > 1 dogal sayist i¢in

hy = rk~— ! alalim.
to+im <t<ty+(i+1)h i=0,1,2,...k—1

araliklar iizerinde, ¢ <o icin x*(¢) = x° kabul ederek iterasyon ile yaklasik bir ¢oziim

inga edelim,

KOy =2+ | f(sxF(s—h))ds  to<t<to+r. (4.3)

Bu integral vardir ve Lemma 4.2°den & artan bir fonksiyon oldugundan

| ¥ 11 = |

/lotf(s,xk<s—h)) ds||< /

t
Io

f(s,xk(s —h)) H ds

t
< | M(s)ds=D(t) <D(tg+r) <b
Io

elde edilir, yani || x*(t) —x° || < b bulunur.

Herhangi o, 3 € [to,to+r] alalim.

B
1(B) — () || S/a M(s) ds = | P(B) — () | (4.4)

olur. Yine Lemma 4.2’den & fonksiyonu [fg,7y+r| lizerinde diizgiin siirekli oldugundan,

Ve>0 38>0 Vo,Belto,io+r] [B—al<d ise || X*B)—xa)|<e

olur. Yani her k € N* igin (x¥); fonksiyonlar ailesi es siireklidir.
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Simdi bu ailenin diizgiin siirli  oldugunu gosterelim. (4.4) esitsizliginde

o =ty € [to,to + r] alimirsa, herhangi B € [tg,f0+ 1] icin

15B) =" | < | @(B) 2" | <[ R(B) [+ 2" || = @(B) + || 2" |
<@to+r)+ 2% [ <o+ 2%

elde edilir. Yani (x*); fonksiyonlar ailesi [tg,#+r] iizerinde diizgiin sinirli olur. Boylece
Arzela-Ascoli teoreminden (x); ailesinin diizgiin yakinsak bir alt dizisi vardir. Bu alt

diziye (x*7), ve bu dizinin yakinsadig1 noktaya x diyelim.

Yukarida yapilanlara ilaveten,
1% (s — ) —x(s) || < || (s — h) =52 (s) ||+ ]| 2 (5) = x(s) |

olarak yazilabilir. Bu esitsizlik dikkatle incelendiginde, (x¥); ailesinin es siirekliligi ve
her k € N* igin & = 7 oldugu goz oniine alimrsa, h < § igin || xk»(s —h) —xkr(s) || < § ve
bu alt dizinin diizgiin yakinsak olmasindan || x*»(s) —x(s) || < § ifadesi elde edilir.

Buradan,

| (s —n) —x(s) || <&

bulunur. Yani x*»(s —h) dizisi x(s) noktasina yakinsar.

f(#,x) fonksiyonunun ikinci degiskene gore siireklilifinden ve | f(¢,x) [|< M(r)

olmasindan dolay1 (4.3) esitliginde limite gegilirse,

lim x* (t) =x" + lim tf(s,xkl’ (s—h)) ds

p— p—ree 1o

="+ t}}i_r&f(s,xkp(s—h)) ds
=x" 4 tf(s,x(s)) ds

To
bulunur. Bunun anlamu,
t
x(t) =x"+ f(s,x(s))ds  to<t<ty+r

Io

olmasidir. Teorem 2.10°dan dolayi, x fonksiyonu mutlak siireklidir. Boylece varlik

teoreminin ispat1 tamamlanuir.
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Dikkat edilecek olursa, ® fonksiyonu artan oldugundan (2.2) probleminin ger¢ceklendigi

sonsuz sayida ¢oziim araligi bulunmus olur.

Teorem 4.4’iin Ispati
to <t i¢in problemin x(¢) ve y(r) gibi iki ¢6ziimii olsun.

x(t) = (x1(2),....x"(t)) ve y(t) = (y1(r),...,ya(t)) olmak iizere,
() = l1x() (@) I = Y- [selt) o)) 20

k=1

denilsin. Buradan, her iki tarafin da tiirevi alinirsa

)= kilz[x’km Ye(0)] [e(t) — 3]
=2|x y,

[x (6) =y (t)] [x(t) —y(t)]

bulunur. Buradan, Shwarz esitsizligi ve teorem hipotezi kullanilirsa,

!

0N =2| KO -y©) - k-0 |
ORI N EGESTON
<20(1)| () = (0) || = 26200

<|

bulunur. Yani z (1) < 2¢(r)z(r) elde edilir ve bu ifade tam diferansiyele tamamlanarak,

L(r) = ftgﬂ(s) ds olmak iizere,

d

E(z(z)e—”@) <0 hh

esitsizligine ulasilir. Dolayisiyla z(t)e_ZL(t) azalan bir fonksiyondur. Boylece ¢ > 1y i¢in

z(t) =0 bulunur.

t <ty icin,
—Z (1) < || 2(¢) || < 22(e)€(r)
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saglanir. Buradan
d

E(z(r)eZL@) >0 hh
esitsizligi gerceklenir. Yani z(r)e*:() fonksiyonu artandir. Boylece 1 < fo icin z(¢) =

x(t) — y(t) = 0 bulunur. Dolayisiyla ¢6ziim varsa tek olmak zorundadir.
Teorem 4.5’min Ispati

fo <t igin problemin x(r) ve y(z) gibi iki ¢oziimii olsun ve z(z) = x(r) — y(¢)

fonksiyonunu tamimlayalim. ||z||> = z.z oldugundan,

d 2
(I0)I?) _, dz _
dt dt

2( f(t,x) = f(t,y) )-(x—y) h.h.

bulunur. Buradan (4.2) esitsizligi gbz oniine alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir,

d|z]*

<20(OzII>  h.h.
= (t)]lz]]

ve dolayisiyla,

%(Hznze—%(’)) <0 hh

esitsizligine ulagilir.
Mutlak siirekli ||z||2¢=24() fonksiyonu azalan oldugundan #o < 7 i¢in ||z]|> =0 bulunur.
Dolayisiyla x(¢) = y(¢) elde edilir. (G5) hipotezi altinda ¢ < fy durumu i¢in, yukarida

yapilanlar ¢ yerine —¢ alinarak yapilirsa yine teklik ispatlanmig olur.
Teorem 4.6’in Ispati

Uygun hipotezler altinda, teoremlerde varligi garanti altina alinan mutlak siirekli bir
£ 1 B4[to] — R” ¢oziimii verilsin. (G4) hipotezi altinda bu ¢6ziimiin Lipschitz kosulunu

sagladigim gosterelim. Bunun i¢in herhangi 1,7, € B,[tp] alalim.

(i) to <t <tpise,
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[5)

J2(e2) =) 1 < fro+ | (5, 8(5)) ds —x0 - / " F(s.5(9)) d
< /:f(s,)?(s)) ds—/t:f(s,)?(s)) dsH

|

f(s,ﬁ(s)) H ds

< /Z:Zf(s,)?(s)) ds

tl
</
t]

<M |ty —t]

elde edilir.
(ii) Benzer sekilde, t; <ty < 1, ise,

15}

f(s,%(5)) ds— (xo _/fo]c(s7)2(s)) ds) H

#(t2) = (1) 1| < [[x0+
o 1

§M’t2—l‘1’

olur. Diger durumlar da benzer sekilde elde edilir.

Sonuc 4.7. (i) f: [to — a,to] x By[x°] — R" fonksiyonu (G1),(G2) ve (G3)(veya (G4))
hipotezlerini saglasin. Bu durumda r < a ve |®(fo—r)| < b olmak iizere, [ty — r,1]
aralig1 tizerinde (2.2) probleminin mutlak siirekli(veya Lipschitz kosulunu saglayan) bir
¢cOziimii vardir. Ek olarak, (G5) hipotezi (veya (G6) hipotezi) gercekleniyor ise bu ¢oziim
tektir.

(ii) f fonksiyonu Bg[to] x Bp[x°] kartezyen carpim kiimesi iizerinde (G1),(G2) ve
(G3)(veya (G4)) hipotezlerini saglasin. Bu durumda dyle bir r* > 0 sayist i¢in B[t
izerinde (2.2) probleminin mutlak siirekli(veya Lipschitz kosulunu saglayan) bir ¢oziimii

vardir.

4.1.1. Yiiksek Mertebeden Diferansiyel Denklemler ile Tlgili Teoremler

(2.2) probleminde 1.mertebeden diferansiyel denklem sistemi yerine yiiksek mertebeden

diferansiyel denklemin s6z konusu oldugu

/

Y () =g(1,5(1),y (1), ...y V(1))
Y(to) =3 4oy Y V(t0) = 30_, (4.5)
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Cauchy problemi verilsin. Burada y8, y(l), e )’2—1 € R olmak iizere genellestirilmis ¢6ziim
kavramu ile ilgilenilecektir. Dolayisiyla problemin bir ¢6ziimii, hemen her ¢ € Iy C [ i¢in
n.mertebeden tiirevi var olan, (4.5)’de tiirevle ilgili esitligi ve baslangi¢ kosulunu saglayan
mutlak siirekli y: Iy — R fonksiyonu seklinde olacaktir. Simdi g : Ba[to] x By[x)_ ;] = R

icin agagidaki hipotezler goz oniine alinsin.

(Y1) H.h.r € By[tp] vehery € By, [x?fl], i=1,...,n igin y+— g(t,y) fonksiyonu siireklidir.

(Y2) Herhangi y € Bp[x¥ |], i = 1,...,n ve h.h. 1 € B[tg] icin 7+ g(¢,y) fonksiyonu
Lebesgue olciilebilirdir.

(Y3) H.ht € B,to] igin |g(z,x)| <h kosulunu saglayacak sekilde bir & > 0 sayisi vardir.

(Y4) Herhangit € B,[to] icin g(t, -) fonksiyonu, B,[x ] iizerinde L : B,[ty] — R Lebesgue

integrallenebilir fonksiyonu ile Lipschitz kosulunu saglar.

(Y5) Herhangit € B,to] icin g(t, -) fonksiyonu, B,[x) ] iizerinde L : B,[ty] — R Lebesgue

integrallenebilir fonksiyonu ile bir-yanlh Lipschitz kosulunu saglar.

(Burada x = (x1,x2,...,x,) ve y = (1, ..., yn) seklindedir.)

Teorem 4.8. g fonksiyonu B,|fo] X By, [x?_l] kartezyen ¢arpim kiimesi tizerinde (Y'1),(Y2)
ve (Y3) hipotezlerini saglasin. Bu durumda yle bir 0 < r < a sayisi i¢in B,[fo] tizerinde

(4.5) probleminin Lipschitz kosulunu saglayan bir ¢6ziimii vardir.

ispat. X1=y,x=y, .., x= y(”*l) denirse, asagidaki denklem sistemi elde edilir,
xll = X2
xlz = X3

Boylece (4.5) problemi, x(r) = (x1(2),x2(), ..., xa(t)) ve x(to) =x0 = (x0,x,....x0_,)

1 n—1

icin,
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/
X, =Xiy1 :f,-(t,xl,xz,...,xn) Jd=12,...n—1

g(t,xl,xg, ...,xn) =fa (t,xl,xg, ...,xn)

olmak iizere (2.2) problemi seklinde ifade edilmis olur. Teoremin hipotezleri ile
birlikte, i = 1,2,...,n i¢in f; bilesen fonksiyonlarmin tanimma dikkat edilirse,
flt,x)= ( fi(t,x), f2(t,x), ..., fn(t,x)) fonksiyonu i¢in (G1) ve (G2) hipotezlerinin
saglanacag1 kolayca goriilir. Bununla birlikte, § = max {|x{ — b, [x) + b],...,|x0_, —
b, |x_, +b|} almp M(r) = (n—1)B + h olacak sekilde belirlenirse (G3) hipotezi (ve

(G4)) de gerceklenir. Buradan ise Teorem 4.3 ve Sonug 4.7 kullanilirsa istenen elde edilir.

Teorem 4.9. Yukaridaki teoremin kosullarina ek olarak, (Y4) hipotezi de gercekleniyor

ise (4.5) probleminin ¢oziimii tektir.

Ispat. (Y4) hipotezi saglansin. Teorem 4.3, Teorem 4.4 ve Sonug 4.7 ile birlikte £ = L+ 1

olarak segilirse (G5) hipotezi gerceklenir. Boylece ¢oziimiin tekligi gosterilmis olur.

Teorem 4.10. Teorem 4.8 kosullarina ek olarak, (YS5) hipotezi gercekleniyor ise (4.5)

probleminin ¢oziimii tektir.

Ispat. (Y5) hipotezi saglansin. Teorem 4.9 ve Teorem 4.5’den istenen kolayca elde edilir.

4.1.2. Cauchy Probleminin Genellestirilmis Bir Hali

Bu boliimde, onceki boliimlerden farkli olarak 6zel bir normlu uzay iizerinde (2.2)
probleminin ¢6ziimiiniin varlig ve tekligi arastirilacaktir. Oncelikle uzay ile ilgili tanimlar
ve bazi 6zelliklerinden bahsedilecektir. Daha sonra ana teorem ve sonuglarda kullanilacak
olan 6nerme ve lemmalar ifade edilip ispatlar1 yapilacaktir. Bu boliimde esas olarak [24]

calismasindan yararlanilmigtir.

Tamm 4.11. 0 < o < 1 ve x € R" olsun. Herhangi u € C(B,[to]\{to} ; R") alinsin.
u € Cx,q (Brlto]\{fo} ; R") olmast i¢in gerek ve yeter kosul agagidaki supremum degerinin
sonlu olmasidir,

u(2) — x|

Uy = sup{ e € Blol\o} } < .

Notasyonda kolaylik acisindan, Cy. ¢ (B-[to]\{fo} ; R") = Cy q olarak yazilacaktir. Simdi,

bu tanimla ilgili asagidaki incelemeler yapilsin.
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Onerme 4.12. |ul, o < = ise u(0) = x gergeklenir ve u fonksiyonu, ¢ = 0 igin, literatiirde

siklikla karsilagilan bir-yanli Holder kosulunu gercekler.

Ispat. Herhangi r € B,[to]\{to} icin, ﬁ()t @ < |u|x,o saglanir. Burada, her n € N i¢in,

t= tﬁr alinirsa,
fo+r to+r
Ju(F—=) =l < (%) e
fo+r
Jim [ju(=—) —x[ <0

bulunur. u siirekli bir fonksiyon oldugundan istenen elde edilir.

Onerme 4.13. x = 0 olsun. Bu durumda Cy ¢ (B:[to]\{to} ; R") bir vektor uzayidir ve

ulo.a = sup { |;Hi(2;‘lx 1€ Bil)\{n} } <

bir normdur.

Ispat. (i) Herhangi ¢ € B,[to]\{to} icin, Jute )|H > 0 oldugundan |u|g ¢ > O olur.
[lu@)]l

N < 0 olur ve buradan u =0

(i) |u|o, = O olsun. Bu durumda, herr € B, [rp]\ {0} igin,

bulunur. Tersine, her ¢ € B,[tg]\{fo} i¢in, u = 0 olsun. Bu durumda, |u| ¢ = O olur.

(iil) u € Cp o (Br[to]\{to} ; R”) ve herhangi A € R alalim.

[Auloq = sup { |||t7t_ug|)l€| 1€ Bylio)\{ro} }

_Sup{ |7|L! I (I‘?‘H : teBr[to]\{to}}

:wsup{ |” “”L : tEBr[to]\{to}}

(iv) |u+v]o.a < |ulo,a+ |v|0,« 0ldugunu gosterelim. Herhangi r € B,[to]\{ro} alinsin.

lu(@) vl _ u@ll  v@)]

|t — 19| |t—t0|0C |t —1o|*

<lulo,a+ /0.

bulunur ve u,v € Cy o oldugundan istenen elde edilir.
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Teorem 4.14. Herhangi x € R” i¢in, bu uzay iizerinde bir metrik tanimlanmak istenirse,

d(u,v) =|u—vloq

olacak sekilde yazilir. Bu metrige gore, Cy o (B/[to]\{fo} ; R") uzay1 tam metrik uzaydur.

Ispat. Herhangi (u),eny C Cyq Cauchy dizisi alinsin. Tamm gere8i, (up)pen C
C(B:[to]\{to} ; R") oldugundan ve C(B,[to]\{to} ; R") uzay1 tam oldugundan, 8yle bir
u € C(B:[to]\{to} ; R") fonksiyonu vardir ki, u, — u olacak sekilde diizgiin yakinsar.

Buradan hareketle,

[ (1) = ()| < Nletn (1) = e (0[] + ||t (1) — u(2)]

< ||un - um”sup - ||um r MHSMP

olup, 7 € B,[tp]\{to} icin asagidaki esitsizlik elde edilir,

l|un () —u(2)]| ||”n_”mHsup ||”m_”HSMP
t—t0|* T Jt—1|* |t —10]®

(4.6)

Alinan dizinin Cauchy dizisi olmasi, diizgiin yakinsamasi ve (4.6) esitsizliginden dolayi,

Cy o lizerindeki metrie gore u, — u bulunur.

u € C(B[to]\{to};R") fonksiyonu igin, u € Cy ¢ gerceklenir. Ciinkii, u, — u oldugundan

ve Cyq uzaymin tanimindan,

[laee) —x[| _ [Ju(t) — un(t) + un(2) — ]|

[t —to|® |t — 10|
SHun(t)—XH n [ (1) — u(2) |
[t —19|* [t —19|*
t —_
<sup{ Jen®) 21" ¢ g, o\ {10 b+ lon —ulo
’t—t()‘a ’

elde edilir. Yani,

sup{ Hu(?—f(i;” : t € Bfto]\{to} } < o0

ifadesi saglanmuis olur.
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Teorem 4.15. 6 < ¢ ise Cy s C Cy g olur ve |u|yp < (fo+7)° Olulrc gergeklenir.

Ispat. 6 < o ise Cy,c € Cy ¢ oldugunu gosterelim. Herhangi u € Cy s alinsin.

lu(t) —x|| |t —10]® _|t —10]° [Ju(r) — ]|
1 =10l |t —10| |t —10|® |t—10|°

<o sup{ 02l v Bl o) }
<(to+7) sup{ % . 1€ Bylto]\{to} } <o

oldugundan, u € C,p bulunur. Simdi, 6 < o olmak {lzere|ul,g < (o +

r)°Oul, s esitsizligini gosterelim.

% : t € B fto]\{t0} }

o Sup{ D= 1 ¢ Byl oo} }

(to+r (t_m')
to+r

ulxo = sup{

= (t0+1)°"°ulxo

elde edilir.

Lemma 4.16. u € C'(B,[to)\{to} ; R") ve u(0) =0 olsun. Bu durumda, u €
C()’l (Br[to]\{to} ; Rn) ve ]u

0.1 < |lullc1 saglanr.

Ispat. u € { f: B/[to]\{to} — R" : f'siirekli } ve u(0) = O olsun. Ortalama deger
teoreminden, oyle bir ¢ € B,(tp)\{to} vardir ki,
_u(to+r)—u(0)  u(to+r)

/
u(c) to+r—20 n to+r

saglanir.

ot (@)l = 5 < sup{[ld (0)] + 1 € Brlao]\{to}} ve sup{[lu(o)|] = 1 € Brlro]\{10}} >0
oldugundan, asagidaki esitsizlik elde edilir.

lu(to + 1)

Pa <sup{[lu’(t)|| : t € B/to]\{to}} +sup{|[u(®)[| : t € Br[to]\{#o}}

=|lulle:



41

Buradan,

ulo1 < ||lul|c1 bulunur ve |[uf|o1 < oo oldugundan u € Cp; sonucuna ulagilir.

Teorem 4.17. (2.2) problemi goz oniine alinsin. f : I x R" — R" fonksiyonunun
B, [tp] x R" kiimesi tizerine kisitlamasi (G1),(G2) ve (G3) hipotezlerini saglasin. Bunlara
ek olarak, ¢ : B,(fy) — R Lebesgue integrallenebilir fonksiyonu i¢in, ¢ € B,[to]\{t0}

olmak tizere,

160 - 1)l < 2 ey @)
|t —1o]
ve
1 t
sup{ o 90)ds 1€ Brli]\fno) } <1 4.8)

kosullar ger¢eklensin. Bu durumda (2.2) probleminin Cyo; sinifinda ¢oziimii varsa tektir.

Ispat. x ve y problemin Cyo; sifindaki iki ¢ozimi olsun. Bu durumda x —y € Cp

saglanir. Clinkii,

HX—YH<HX(t)—XOH [y(r) — %]
t—to| = |t —10] |t —1o)

(@) =, () =]
r—1

bulunur ve x,y € C,o ; oldugundan istenen elde edilir.

Varsayimdan, h.h. 7 € B, [to]\{to} igin, X' —y' = f(1,x(r)) — £ (t,y(2)) ve x(ty) — y(to) =0

olacak sekilde yazilir. Bu esitlik integre edilirse,

bulunur ve (4.7) esitsizliginden,
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()= 0)1 < [ 17(o:5(6)) = £ (5305 s
|(2|||<> y(s)lds
to |S—1I0
< / sup{ FEYI e\ | o

t
=l [ @)ds

To

bagintisina ulagilir. Simdi bu bagintinin her iki tarafi da |t — p| degerine béliiniirse,

‘ / Q(s)ds

—1
{ = [ pids 1Bl o} |

[1x(t) —y(@)|

|t —1o]

bulunur. Buradan,

t

1
vl <l=vlor supd = | 0)ds < 1€ Blnl\o} |
P

olur ve (4.8) hipotezinden, |x—y|o; =0 elde edilir. Dolayisiyla x =y oldugundan ¢6ziim

tektir.

Teorem 4.18. (2.2) problemi goz oniine alinsin. f : I x R" — R" fonksiyonunun
B, [tp] x R" kiimesi tizerine kisitlamasi (G1),(G2) ve (G3) hipotezlerini saglasin. Bunlara
ek olarak, ¢ : B.(ty) — R Lebesgue integrallenebilir fonksiyonu igin, ¢ € B,[to]\{zo}

olmak tizere,

¢(1)

~ |t =10

(f(t,.x) = (1) (x—y) < lx— [ (4.9)

veE

(4.10)

| =

sup | ’t_lto‘ pls)as : 1 B\ {0} L<

kogullar1 gergeklensin. Bu durumda (2.2) probleminin C, 1 siifinda ¢oziimii varsa

I\)

tektir.

Ispat. x ve y problemin Co ! siifindaki iki ¢6zlimii olsun. Bu durumda, 6nceki teoremde

de oldugu gibi x —y € G, 1 saglanir.
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1) —y®)[] _ [lx0) —y@)]| [x(0) =)

£ = ol Rk [t —10]2
c ap OO [0 0]
o t—1)2 o t—1)2

_ _ 2
==yl be=vlo1 = Ix—y|0,% < oo

olur. Buradan,

X — 2
ap{ =270

|t —1o]

D te Br[to]\{to}} < oo

ifadesine ve dolayisiyla, (x—y)? = |x—y|> € Cp, sonucuna ulagilir.

Simdi, teoremin (4.9) hipotezi yardimiyla,

%%((x_y)z) = (f(t,x) = f(1,y)) (x=)
(1)
g |t — 1o ey

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik integre edilirse,

1 2t xGs) = ()|
3l @ < [ = e (s

Ssup{ M : ZeBr[tO]\{t()}} /tt(p(s)ds

|z —1o]

bulunur. Buradan, esitsizligin her tarafi |r —#o| degerine boliiniip, Cp uzaymin tanimi

kullanilirsa,

t
s)ds
=l /. ®(s)

X ’ XZ)— ’
H(?t—fo(f)” < sup{ ”(Z|)Z+|Z)” : zeBr[to]\{fo}}

t

1
2

<|(x =)o sup{ 9(s)ds : 1 € Blin]\{1o} |

‘t_t0| fo

bagintisina ulasilir. Yani asagidaki esitsizlik saglanir,
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1
|t —to]

|(x—y)?

0,1 < |(x—y)2|071 sup{ /Iot(P(S)dS : lGBr[lo]\{lo} } .

| =

Buradan, (4.10) yardimiyla |(x —y)? o, =0 elde edilir ve x =y oldugu gosterilmis olur.

Teorem 4.19. (2.2) problemi goz oniine alinsin. f : I x R" — R" fonksiyonunun
B, [to] x R" kiimesi iizerine kisitlamasi (G1),(G2) ve (G3) hipotezlerini saglasin. Bunlara
ek olarak, ¢ : B.(fp) — R Lebesgue integrallenebilir fonksiyonu i¢in, 7 € B,[to]\{fo}

olmak iizere,

o(1)

1£(t,x) = f£,9)]] < PR [l = (4.11)
1 t
sup{ [ o(s)ds : t €BJto]\{to} } <1 4.12)
’t_to‘ )
kosullar1 saglansin. Bu durumda,
1 0
sup{ / | £(s,x%)||ds : 1 € B,[to]\{to} } < oo (4.13)
|t_t0| 0)

ise, problemin C,o ; sinifinda ¢dziimii vardir ve bu ¢oziim tektir.

Ispat. (2.2) problemi x(z) =x"+ [ f(s,x(s)) ds olacak sekilde ifade edilebilir. Burada
U(x) = x"+ Ji f(s,x(s)) ds olacak sekilde tammlansin. Bu durumda U : Co; —
Cyo; bir fonksiyondur ve (4.11) hipotezi altinda bir daralmadir. Oncelikle bunun bir

fonksiyon oldugunu gosterelim.

.0

HU<)|?<—I)¢0| | . |t—1t0| /totf(s,x(s))dSH
<ot WGt s
< ’t_lt()' / 17 (5.x(5)) — £ (5.2%) |[ds + |z_1;0| / 1 (5,29 s
< fy o 0 s e

_40 t t

s o, #O g f els
<[x =% SUP{ ol t:<P(S)dS : IEBr[fo]\{fo}}

+ sup{ |t_1—to|/t:Hf(s,xO)Hds 1€ BJo]\{ro} }
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bagintist bulunur. Burada, (4.11), (4.12) ve (4.13) hipotezlerinden,

X —.XO
sup v & B\ {n} } <=

|t —19]

elde edilir. $imdi, U : C,0 | — Cy0; fonksiyonunun bir daralma oldugunu gosterelim.

HU(x)(t) —U(y)(t)” :H /tot (f(s,x(s)) —f(S,y(S))) H

[1x(s) =y ()]l
A=t
[x(z) =yl [

s)ds
Ssup T — [0<p()

bulunur. Burada her iki taraf da |t —79|* degerine boliiniirse,

[V -ve©]

t
=slos [ @(s)ds
Iy

|t —to|* T —1o|*
o lelon o [ o)
= X — — s)ds
—ro)e T YO g @

elde edilip, Teorem 4.14 ve W Ix—=ylo,1 < |x—y|o,a oldugu kullanilirsa,

[U@)() —U) ()]

|t —19|*

<[x—loa sup{ﬁ/t: ols)ds 1 € B,lig)\ {0} }

esitsizligine ulagilir. Buradan ise,

t

d(U(x),U() <d(x,y) sup @(s)ds 1 € Bylio]\ {10} }

|t_t0| fo

bulunur ve (4.12) hipotezinden U fonksiyonunun bir daralma oldugu elde edilir. Ayrica
Cy,q uzay1 tam metrik uzay oldugundan, Banach sabit nokta teoreminden ¢dziimiin varlig

ve tekligi ispatlanmis olur.
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4.1.3. Ornekler
Ornek 4.20.
o ,x1(1) >0
00 =3 B x0)<0
k x1(1)=0
%) =0, x(0)=0 (4.14)

Burada, o,3 >0 ve k ¢ {a,—f,0} olacak sekilde verilsin.

€ > 0 olmak iizere bir x = (x,x;) € C! (] — (o 8[;R2) ¢Oziimiiniin oldugunu varsayalim.

Dolayistyla x; € C'(] —€,€[;R) vex; € C' (] — €,€[; R) olmalidr.

(i) Her 0 <7 < € sayisticin x; (t) > O olsa, fi(¢,x(¢)) =1 =x/(¢) olur. Buradan, r > 0 i¢in
x1(¢) =1t bulunur. Dolaysiyla, x}(0) =k # 1 =x/(0) sonucuna ulastlir. Tiirev fonksiyonu

t = 0 noktasinda siirekli olmaz.

(i) Her 0 <7 < € sayist icin x1(r) < O olsa, fi(,x(t)) = —1=x/(¢) olur. Buradan, r > 0
i¢in x; () = —¢ bulunur. Dolayistyla, x|(0) =k # —1 = x{(0) sonucuna ulagilir. Tiirev

fonksiyonu ¢ = 0 noktasinda siirekli olmaz.

Dolayisiyla (i) ve (ii) siklarindan, dyle 19,7, €]0,¢€[ sayilart vardir ki, xj(f9) < 0 ve
x1(t1) > 0 saglanir. x; fonksiyonu siirekli oldugundan, dyle bir t* €]0, €] sayist vardir
ki x; (£*) = 0 olur. Buradan x(0) = 0 oldugundan, [0,#*] aralig1 iizerinde Rolle Teoremi
uygulanirsa, dyle bir s €]0,¢*[ igin x/1 (s) = 0 olur. Bu ise bir ¢eligkidir. Ciinkii tiirevi sifir

yapan nokta yoktur. Boylece (4.14) probleminin klasik anlamda bir ¢6ziimii yoktur.

Ozel olarak, T > 0 olmak iizere x(t) = at fonksiyonu diisiiniilirse ve x(t) =
(x1(z),x2(t)) = (or,0) alinirsa, bu fonksiyon [0,7] iizerinde 0 noktas: diginda denklemi

ve ilgili kosulu saglar, yani genellestirilmis anlamda bir ¢oziimdiir.
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Ornek 4.21. a, 8 > 0 sayilar olsun ve

/ - X (t) >0
x (1) =
B ,x1(1) <0
X (t) =0, x(0)=0 (4.15)

problemi verilsin.

—1 <1 <0<t <1 olmak iizere, (4.15) probleminin |rj,7,[ arahi@1 iizerinde x =
(x1(2),x2(r)) gibi bir ¢oziimiiniin oldugunu varsayalim ve x| (¢) ¢6ziimiinii inceleyelim.
Bu durumda, her 7 € [0,#,[ i¢in x; fonksiyonu sifir fonksiyonuna esit olamaz. Eger dyle
olsayds, h.h. 7 € [0, ;] i¢in 0 = x/ (r) = o > 0 ¢geliskisi bulunur. Buradan, dyle bir g €]0, %[
icin x; (tp) > 0 olsun ve A = { t € [0,7p] : x;(¢) =0 } kiimesini tanimlayalim. A # 0 ve
A C [—1,1] kapal alt kiimedir. Dolayisiyla f3 = max{z € [0,7] : x;(t) = 0} tanimlanir

veE

x1(to) = x1(t3) + ttofl (s,x(s)) ds

integrali ~ yazilip, yukarida elde edilenler integralde yerine uygulanirsa,
x1(fo) <0 sonucuna ulagilir. Bu ise xj(fp) > O olmas:t ile celisir. Benzer yolla,
x1(fp) < 0 i¢in yapildiginda yine aymi celiski elde edilecektir. Dolayisiyla (4.15)

probleminin bir ¢oziimii yoktur.

(4.15) problemi,

—Q ,xl(t) >0
NO=4B  xu() <0
0 ,xl(t) =0

!

x(t) =0, x(0)=0

olacak sekilde verilsin(o, B > 0). Bu durumda yalnizca x; = 0 olmak iizere x(z) = (0,0)
fonksiyonu ¢6ziim olur. Yani sadece bir tane klasik anlamda ¢6ziim var olup, bu ¢6ziim

disinda klasik anlamda ¢6ziim ve genellestirilmis anlamda ¢oziim yoktur.
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Ornek 4.22. o > 0 bir say1 olsun ve

, —a ,t<0
xi (1) =
a ,t >0
X (1) =0, x(0)=0 (4.16)
problemi verilsin.
()
—a ,t<0
A (tax) =
a ,t >0
fz(t,x) =0

olmak iizere, f(¢,x) = (f1(2,x), f2(r,x)) seklindedir. Fonksiyon # = 0 noktasinda siirekli

degildir. Klasik anlamda varlik-teklik teoremlerinin hipotezleri saglanmaz.

(ii) Klasik anlamda ¢6ziim yoktur. C! sinifinda bir x ¢oziimiiniin oldugunu varsayalim.
Bu durumda t — f (t,x(t)) bileske fonksiyonu siirekli olmalidir. Ancak burada bilegke

fonksiyonu siirekli degildir.

(iii) 0 =0, xop = 0 oldugundan, 0 <t <d ve |x| <b olmak iizere (d,b > 0),
f1:10,d] x [-b,b] = {—a,o} CR fonksiyonu igin genellestirilmis anlamda ¢6ziimiin

varlig1 ve tekligi baglig1 altindaki teoremleri uygulayalim.

Hh. r € [0,d] i¢in fi(¢,-) : [-b,b] — {—a,a} fonksiyonu siirekli oldugundan (G1)
hipotezi saglanir. Her x € [—b,b] i¢in fi(-,x) : [0,d] — {—a, a} fonksiyonu 6l¢iilebilir
oldugundan (G2) hipotezi saglanir. H.h. ¢t € [0,d] ve her x € [—b,b] igin || fi(t,x)]| <
o + 1 oldugundan (G3) hipotezi de saglanir. Dikkat edilecek olursa, (G4) hipotezi de
saglandigindan Teorem 4.3 ve Teorem 4.6 geregi Lipschitz kosulunu saglayan bir ¢oziim
vardir. Bunlara ilaveten (G5) (veya (G6)) hipotezi saglandigindan bu ¢oziim tektir. Simdi

bu ¢6ziimii bulalim.

H.h. 7 € [0,00] igin x, (1) = 0 , x,y(1) = 0 ise x, (1) = t +¢1 , x,(t) = 3 (c1,¢3 €R)
bulunur. Aynmi diisiinceyle, ¢ €oo,0[ i¢in xl1 (1) = —o xlz(t) =0 ise xi(t) = —ot +

c2 , x2(t) = c4 (ca,c4 € R) bulunur. Genellestirilmis ¢6ziimiin mutlak siirekliliginden
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ve baglangic kosullarindan ¢; = ¢; = ¢3 = ¢4 = 0 bulunur. Dolayisiyla sifir noktasinin bir

komsulugu iizerinde x(¢) = (x1(r),x2(t)) = (|f|,0) genellestirilmis ¢6ziimii elde edilir.

Ornek 4.23. « > 0 bir say1 olsun ve

" —a ,t<0
y(t)=
Qa 0 >0
Y () =0, y(0)=0 (4.17)

fonksiyonlart igin, x = (x1,xp) olmak tizere fi(¢,x) =xp ve fo(t,x) = g(¢t,x) olarak

diginiilirse, f(r,x) = (fi(t,x), f2(¢,x)) seklinde yazilir. Boylece (4.17) problemi,

, —a ,t<0
x) (1) =
a >0
x(t) =x3, x(0)=0 (4.18)

olacaktir. f fonksiyonunun (G1) ve (G2) hipotezlerini gercekledigi agiktir. Ayrica, M =
o + 2 alimirsa, (G3) ve (G4) hipotezleri gerceklenir. Buradan Teorem 4.3 ve Teorem 4.4
uygulandiginda Lipschitz kosulunu saglayan bir ¢6ziim vardir ve bu ¢oziim tektir. Sifir
noktasimin bir yuvari iizerinde Ornek 4.22°de yapilan benzer islemler ile x,(t) = a|t|

bulunur. Buradan ise, aranan ¢6ziim

2
== <0
a0 =y0=1 °
o= 1>0

olacak sekilde elde edilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, adi diferansiyel denklem sistemi i¢in klasik anlamda c¢oziim ve
genellestirilmis anlamda ¢6ziim kavramlar1 kullanilarak Cauchy probleminin Lipschitz
kosulunu saglayan ¢oziimiiniin varhig1 ve tekligi ile ilgili sonuglar elde edilmistir. Bunlar
yardimiyla yiiksek mertebeden bir adi diferansiyel denklem i¢in Cauchy problemi ile
ilgili benzer sonuclara ulasilmistir. Daha sonra 6zel bir normlu uzay iizerinde calisilarak
problemin ¢oziimiiniin varlif1 ve tekligi ile ilgili incelemeler yapilmistir. Son olarak,

ornekler verilerek elde edilen sonuglarin uygulamalar: yapilmasgtir.
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