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ONSOZz

7. Istatistik Giinleri Sempozyumu, 28 — 30 Haziran 2010 tarihleri arasinda Orta Dogu Teknik Universitesi, Fen
ve Edebiyat Fakiiltesi, Istatistik Boliimii tarafindan, Ankara’da ODTU Kiiltiir ve Kongre Merkezi salonlarinda
gerceklestirilmistir. Sempozyumda, 4 adet davetli bildiri ve 68 adet katkili bildiri basar1 ile sunulmustur.
Sempozyumda sunulan bildirilerin bir bolimi bilimsel hakemlik sureci sonunda bu elektronik Sempozyum Bildirileri
Kitabr’nda yaymlanmistir. Sunulan bildirilerin diger bir boliimii ise, Istatistik Arastirma Dergisi’nin bu sempozyum
i¢in planlanan 6zel sayisinda yaymlanmak amaci ile bilimsel hakemlik siirecine tabi tutulmusglardir. Bizlere bu olanag:
saglayan TUIK Baskan Vekili sayin Omer TOPRAK a ve dergi editorii Profesor Fetih YILDIRIM ve editor yardimcisi
Yardimcr Dogent Ozlem ILK e tesekkiir ederim.

Sempozyum Bildiriler Kitabi’nda yayinlanmak {izere sunulan bildiri tam metinleri konunun uzmani olan
hakemler tarafindan degerlendirilmis ve gerekli diizeltmeler elektronik ortamda gergeklestirilmistir. Hakemlik
siirecinde yardimlarini esirgemeyen degerli bilim insanlarina tesekkiir ederiz.

Sempozyum bilimsel programinin ¢ok renkli olmasini ¢ok 6zel olan davetli konusmacilarimiza borgluyuz.
Kendi 6zel bilimsel ¢alisma alanlarinda diinyada ve iilkemizde énemli séz sahibi olan Profesér Orhan GUVENEN,
Profesor I. Burhan TURKSEN, Profesor Ismihan BAYRAMOGLU ve Profesor Fikri AKDENIZ’e sempozyuma
yaptiklar katkilar nedeniyle glikranlarimi sunarim. Sempozyumda oturum baskani olarak, sempozyum bildirilerine
katkida bulunan tiim meslektaglarima da tesekkiirlerimi sunarim.

Bu sempozyumun gerceklesmesinde degerli desteklerini esirgemeyen Rektoriimiiz Profesor Ahmet ACAR’a
siikranlarimiz1 sunariz. Ayrica, bu sempozyumun gerceklesmesinde degerli goriisleriyle katkida bulunan Sempozyum
Onur Kurulu ve Sempozyum Bilimsel Danisma Kurulu tyelerine tesekkiir ederim. Sempozyum hazirhk ve
uygulamasiin tim asamalarinda yer alan degerli c¢aligma arkadaslarima ve O&zverili galismalarindan dolay1
Sempozyum Dizenleme Kurulu ve Boliimiimiiziin tiim idari personeline tesekkiir ederim. Sempozyumun basarili bir
sekilde sonuglanmasina katkida bulunan ODTU’nin tiim ¢alisanlarina ayrica tesekkiir ederim.

Sempozyumun gerceklesmesinde 6nemli mali desteklerini esirgemeyen Tirkiye Halk Bankasi Genel Mudur
Yardimcist Osman ARSLAN ve Tamitim ve Halkla Iliskiler Dairesi Baskani Yalcin KAYA’ya siikranlarimi sunuyorum.
Sempozyum diizenlemenin tiim asamalarindaki desteklerinden dolayr ETIX Organizasyon Sirketi yonetici ve
caligsanlarina tesekkiir ederim. Sempozyumun, kapanig yemeginin diizenlenmesinde yaptiklari 6zverili ¢alismalari
nedeniyle, Hacettepe Universitesi Genel Sekreteri Dogent Turhan MENTES ve Beytepe Akademik Kafeteryas:
yoneticilerine tesekkiir ederim.

Istatistik bilim insanlarimin bir araya geldigi bu tiir sempozyumlar, tecriibeli istatistikciler ile geng
akademisyen ve aragtirmacilarimizin birlikteligini saglamakta ve genglerin motivasyonunu artiran énemli bir toplanti
olmaktadir. Gelecek yillarda, bu sempozyumun siirekliliginin, istatistik¢iler i¢in 6nemli bir bilimsel bulusma ortami
olmaya devam etmesini diliyorum.

Profesor H. Oztas AYHAN
ODTU istatistik Béliimii Baskani
7. IGS 2010 Diizenleme Kurulu adina
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DOGRUSAL OLMAYAN REGRESYONDA BAZI PARAMETRE ARALIK
TAHMINLEME YONTEMLERININ KIYASLANMASI

Atif Evren*
OZET

Dogrusal olmayan regresyon modellerinde parametrelerin aralik tahminleri asimptotik normallik
varsayimina dayandirilmaktadir. Ancak bu varsayim ¢ogu durumda gercek¢i olmamaktadir.Bu
durumda 6rneklem hacminin dikkate deger bir bigimde biiyiik olmasi gerekmektedir. Bununla
birlikte dogrusal olmayan verinin elde edilmesi yorucu, zaman alict ve maliyetlidir. Clnku bu tur
veriler genellikle laboratuvar ortaminda elde edilmektedirler. Bu yilizden bootstrap, jackknife gibi
yontemlerle aralik tahminlerine gidilmektedir. Bu yontemlere ek olarak Cebisev esitsizligi ya da
benzer esitsizlikler ile de aralik tahminlerine gidilebilir.

Anahtar Kelimeler: Dogrusal olmayan regresyon, parametrik olmayan aralik tahminleri,
Cebisev esitsizligi,Bootstrap yontemi, Jackknife yontemi

A COMPARISON OF SOME INTERVAL ESTIMATION PROCEDURES IN
NONLINEAR REGRESSION

ABSTRACT

Confidence interval estimates for the parameters of nonlinear regression models are based on the
assumption of asymptotic normality. However this assumptions may not be not realistic all the
time because asymptotic normality requires larger sample sizes considerably. Large sample sizes
mean burdensome experiences for the scientists. Because most nonlinear data are generated
through expensive and time consuming experiments carried out generally in laboratory
conditions. For this reason other interval estimation procedures like bootstrapping and jackknife
are used quite often. Besides some probability inequalities including Chebyshev's Inequality can
also be used.

Keywords: Nonlinear regression, interval estimation, Chebyshev's Inequality, Bootstrap method,
Jackknife method

*Qgretim Uyesi, Yard. Dog. Dr., Yildiz Teknik Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Istatistik Boliimii, Davutpasa
Esenler, 34210, Istanbul, aevren@yildiz.edu.tr
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GIRIS

Dogrusal olmayan regresyon modellerinde parametrelerin aralik tahminleri i¢in benimsenen
asimptotik normallik yaklasimi ¢ogu zaman Ornek biiyiikliikklerinin yetersiz olmasi nedeniyle
gercekei olmamaktadir. Bu c¢alismada dogrusal olmayan modeller i¢in Bootstrap yoOntemi,
Jackknife yontemi gibi parametrik olmayan aralik bulma yontemlerini benimsemenin yanisira
Cebisev tiirii esitsizliklerden de yararlanilarak parametre araliklarin uzunluklarinin
diisiiriilmesine ¢aligilacaktir.

DOGRUSAL OLMAYAN REGRESYON MODELLERI

Dogrusal olmayan bir regresyon modeli
Y= f(XoD) e @

seklindedir. Burada i. agiklayici ya da bagimsiz degiskenin gozlem degerleri vektorii

Xu
X = X )
_X iq_|

p tane parametre vektori

2
r=| Vi ©)

7 5]

ve parametrelerin ilk tahmini degerleri vektori
_ g, i}

g,,-| ¥ @

9,

olsun. Yine

B =79, ©)

ORTA DOGU TEKNIK UNIiVERSITESI, FEN-EDEBIYAT FAKULTESI, ISTATISTiK BOLUMU | | 26



VII. ISTATISTIK GUNLERI SEMPOZYUMU BIiLDIRILER KITABI 2010

DO - of (Xi,7)
a?/k ©

=g

Y= 03D B e ¢

(6)

Yi(O):Yi_ f(O) (8)

denecek olursa su dogrusallastirilmis regresyon modeli elde edilir.
p-1
0 o © O
Y, ZKZDik ,Bk T Ei )
=0
Y (0) ~ D(O) ﬂ(O) te (10)

Bu kalip dogrusal modeller i¢in kullanilan kalibin aynisidir. D tiirev matrisi dogrusal hallerde X
matrisinin oynadigi rolii oynamaktadir. Dolayistyla parametre tahminleri dogrusal hallerle analoji
kurularak asagidaki gibi gergeklestirilmektedir (Neter vd.,1985):

b(o> _ (D(O)’ D(O)j D(O)' Y © (11)

Dogrusal olmayan modellerde parametre tahmini iteratif yontemlerle gerceklestirilmektedir. Her
iterasyon sonucunda parametre tahminleri vektori i=1,2,... igin

M 0D (i-1)
gk B gk D, (12)
ile revize edilmekte ve ardisik parametre tahminleri arasindaki farklar thmal edilebilir bir diizeye
gelince iterasyonlar sona erdirilmektedir. Hata terimleri ortalamasi sifira, varyansi (72 'ye esit

bagimsiz normal degiskenler olarak kabul edildiginde g ‘nin asimptotik drnekleme dagilimi da
yaklasik olarak normal dagilistir.

E(@)=7y (13)

s°(9)= MSE(D'D)_1 (14)

ve (14) ile bulunan asimptotik varyans-kovaryans matrisi, aralik tahminleri ve hipotez testleri
i¢in kullanilmaktadir (Huet vd., 1996) .

Dogrusal olmayan regresyonda dogrusal regresyondan farkli olarak dikkate alinmasi gereken
bazi noktalar bulunmaktadir. Karsilasilan bazi sorunlar ve pratik ¢6ziim 6nerileri icin Motulsky
ve Christopoulos (2004)'e bakilabilir. Bu zorluklarin bir kismi su sekilde siralanabilir:
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1) Dogrusal olmayan modeller igin en kucuk kareler (ya da en cok olabilirlik) fonksiyonu
genellikle birden fazla minimum (en ¢ok olabilirlik i¢in maksimum) noktasina sahiptir.

i) Dogrusal modellerde kullanilan R-kare gibi uyum iyiligi ile ilgili istatistikler dogrusal
olmayan modeller i¢in yaniltici olabilir. S6zgelimi dogrusal olan bir model i¢in yeterli sayilan bir
R-kare degeri, dogrusal olmayan modeller i¢in yetersiz kalmaktadir

iii)Dogrusal olmayan regresyonda parametrelerin baslangi¢c tahminlerini modele digsal olarak
tanitmak gerekmektedir. Farkli baslangic degerleri, farkli (nihai) parametre tahmin degerleri
verebilir. Bu durumu nihai parametre tahminlerinin baslangi¢ degerlerine olan ‘“‘asir1 bagimliligr”
seklinde de ifade etmek miimkiindiir.

iv) Dogrusal olmayan regresyon modellerinde parametre tahminleyicileri gozlem degerlerinin
dogrusal bir fonksiyonu degildir. Dolayisiyla bagimli degiskenin kitle dagiliminin normal olmasi,
otomatik olarak parametre tahminleyicilerinin de normal dagilima uyacaginin garantisi
degildir. Ote yandan asimptotik normallik drnek biiyiikliigiiniin fazla olmasimni gerektirmektedir
(Seber ve Wild, 1989; Bates ve Watts,1988). Bu gibi durumlarda Bootstrap, Jackknife gibi
nonparametrik sayilabilecek yontemlerin benimsenmesi daha “rasyonel” olacaktir (Davidson,R.,
Mackinnon, J.G.,1993). Yine parametrik olmayan aralik tahminlerinin gerceklestirilmesinde
Cebisev ve benzeri esitsizlikler de yararli olabilecektir.

Cebisev ( Biénayme) Esitsizligi
X bir rastlant1 degiskeni olmak lzere p=E(X), O-Z =Var(X) olsun. k bir pozitif sabit olmak

uzere

P (| X - ,u| < kO') >1- k—lz (15)Baska Baz1 Varyantlar

Baz1 durumlarda Cebisev esitsizligi ile elde edilen aralik ¢ok genis ve dolayisiyla her zaman
islevsel olmamaktadir. Yine de bazen olasilik dagilimina yonelik baz1 varsayimlarda bulunularak
araligmn uzunlugu daraltilabilir.Ornegin, X rastlanti degiskeni tek modlu ve siirekli olsun.
E(X) = uveVar(X) <o ise
P(X -y <30)>77/81=0.95 (DasGupta, 2008) .(16)
Cebisev Esitsizligi’nin Cok Degiskenli Bi¢imi
X X, X, degiskenleri, ortalamalart sirast ile E (Xl), ECX ) E(X ) ;ve

varyanslarida  Var(X,),Var(X ,)-..Var()X ) olanrastlanti degiskenleri olsunlar.

Yine kK, K, pozitif sabitler ve A A, A, olaylari da 6rnek uzay S igerisinde
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,A\j = {X j‘ ‘X i\ E(X 1)‘ < kj,/Qar(X j) ii=1,2,...,rn seklinde tanimlansinlar. Bu durumda

Boole Esitsizligi”nden yararlanarak Cebisev Esitsizliginin ¢ok degiskenli versiyonu
P(ﬂ Ajj >1-) k" (Kotz vd. 2000). (17)
j=1 =

Baska Versiyonlar

X X X rastlant1 degiskenleri, ortalamalari sirasi ile o s L, olan ve
‘de

varyans-kovaryans matrisleri de HGUH olan k tane rastlanti degiskeni olsun. HG”

sOzkonusu varyans-kovaryans matrisinin tersi olsun. A bir sabit olmak tzere

P[Zk:(fij (X i —,UiXX j —/,lj)< AZJ 21—% olur (Wilks, 1962). (18)

i,j=1

Bootstrap ve Jackknife

Bootstrap yontemi aralik tahminlerinde de kullanilan parametrik olmayan bir tekniktir. Dogrusal
olan ya da olmayan regresyon modellerinde normallik varsayiminin ger¢ek¢i olmadigi
durumlarda kullanilmaktadir. Birden fazla bootstrap yontemi olmakla birlikte en ¢ok kullanilan
bootstrap yontemini Ozetlemek gerekirse, regresyon modelinden elde edilen artiklardan iadeli
ornekleme yontemine gore belirli sayida artik elde edilmekte ve bu degerler bagimli degiskene
eklenmektedir. Daha sonra bagimli degiskenin elde edilen yeni degerlerinden yararlanilarak ayni
matematiksel kaliba sahip regresyon modeli olusturulmakta ve yeni parametre tahmin degerleri
elde edilmektedir. Bu islem ¢ok sayida tekrar edildiginde, her denemede elde edilen parametre
tahminlerinin bir siklik dagilimi olugsmakta ve bu siklik dagilimlarindan hareketle, parametrelerin
aralik tahminleri yapilmaktadir (Money ve Duval, 1993).

Jackknife yontemi ise daha c¢ok regresyon denkleminin belirlenmesinde etkili gdzlem
noktalarinin ortaya ¢ikarilmasinda kullanilmaktadir. Bu yonteme gore goézlem setinden her bir
denemede belirli sayida gbzlem noktasi ¢ikarilmakta ve geri kalanlarla regresyon denkleminin
katsayilar1 tahmin edilmeye ¢alisilmaktadir. Bu islem biiylik sayilarda yinelendiginde, parametre
tahmini degerlerinin bir siklik dagilimi olugmakta ve bu siklik dagilimindan aralik tahminlerinin
olusturulmasinda yararlanilmaktadir (Money ve Duval, 1993) .

UYGULAMA
Uygulama agsamasinda “http://itl.nist.gov/div898/strd/nls/nls_main.shtml” adresinden Rat43 adli

dosyadan alinan ve parametre tahmini zorluk derecesinin yliksek oldugu asagidaki veri kiimesi
kullanilmistir.
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Tablo 1: (X,Y) Degerleri

X Y X Y

1 16.08 9 590.03
2 33.83 10 651.92
3 65.80 11 724.93
4 97.20 12 699.56
5 191.55 13 689.96
6 326.20 14 637.56
7 386.87 15 717.41
8 520.53

Buradaki bagimli degisken Y, kuru sogan tanesinin agirligi, bagimsiz ya da agiklayici degisken X
de soganin biiyiimesi i¢in gegen siiredir. Ayni dosyada veri i¢in denenen modelin

Y=A/[{1+exp(B-CX)}(1/D)] oldugu belirtilmektedir. Burada A,B,C ve D modelin parametreleri
olup, baslangi¢c degerleri olarak sirasiyla 700, 5, 0.75 ve 1.3 verilmistir. Ayrica yukaridaki
denklemin incelenmesinden X biiyiik degerler aldikca Y'min A parametresine yakinsayacagi
ongoriilebilir. Bu noktadan yola ¢ikilarak en biiyiik X degerine karsilik gelen Y degerinin (717),
A'min baslangi¢ tahmin degeri olarak verilmesi diger B,C ve D parametrelerinin baslangic
degerlerinin bir olarak alinmasi ve parametre tahminlerinin ger¢eklestirildigi araligin -1E 9 ile 1E
9 olarak secilmesi halinde de web sitesindeki sonuclara oldukca benzer sonuclar NCSS (Number
Cruncher Statistical Systems) programi yardimi ile elde edilmistir. Bu sonuglari kisaca su sekilde
Ozetlemek olasidir:

Tablo 2:Asimptotik normallik varsayimi altinda parametrelerin nokta ve aralik tahminleri

Yontem
Asimptotik Parametre Tahmini Standart Hata. %95'lik Alt Sinir % 95'lik Ust Sinur
Normallik
A 699 16.3 663.74 735.46
B 5.28 2.08 0.42 10.19
C 0.76 0.2 0.29 1.22
D 1.28 0.68 -0.28 2.86

NCSS ciktis1 kalintilarin normal dagildigini belirtse de 6rnek biiyiikliigiiniin 15 olmasi nedeniyle
bu sonug ihtiyatla karsilanmalidir.Ikinci olarak Microsoft Excel Veri Analizi modiilii ve NCSS
yardimiyla bootstrap yontemi denenmistir ( N= 100 ).Sonuclar asagidadir:
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Tablo 3:Bootstrap yontemi ile parametrelerin nokta ve aralik tahminleri

Yontem

Bootstap Parametre Tahmini Standart Sapma. %095'lik Alt Sinir % 95'lik Ust Stnir
A 700.18 1251 679.88 726.89
B 5.68 2.25 1.26 10.12
Cc 0.81 0.19 0.49 1.26
D 1.44 0.77 0.21 3.13

Ucgiincii olarak veri kiimesinden her bir denemede bir gozlem degeri atilarak Jackknife yontemi
ile parametre tahminleri yeniden gergeklestirilmistir. Sonuglar asagidaki gibidir:

Tablo 4: Jackknife yontemi ile parametrelerin nokta ve aralik tahminleri

Yontem
Jackknife Parametre Tahmini Standart Sapma. %95'lik Alt Sinir % 95'lik Ust Stnir
A 699.74 6.64 693.21 712.62
B 5.35 0.67 4.39 6.6
C 0.76 0.06 0.67 0.88
D 1.3 0.21 0.99 1.68

Daha sonra Cebisev yontemi ile %95'lik aralik tahminleri gergeklestirilmistir(k=4.47) .

Tablo 5: Cebisev esitsizligi ile parametrelerin %95 giivenle aralik tahminleri

Yontem
Cebisev Parametre Tahmini Standart Hata %095'lik Alt Sinir % 95'lik Ust Stnir
A 699 16.3 626.74 772.46
B 5.28 2.08 -4.01 14.57
C 0.76 0.2 -0.13 1.65
D 1.28 0.68 -1.76 4.32

Son olarak Cebisev Esitsizligi'nin her dort parametre icin elde edilen aralik tahminlerinin sinir
noktalari, ilgili parametrelerin ilk tahmini degeri olarak NCSS'e tanitilmis ve bu noktalarda
model yeniden denenerek regresyon denkleminin katsayilarinin bu yeni degisiklikler karsisinda
istikrarli olup olmadigina bakilmistir.
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Tablo 6: Cebisev esitsizligi ile olusturulan araliklarin kisit olarak kullanilmasi ile elde
edilen parametre tahminleri (ve bu tahminlerin istikrarh olup olmadiginin sinanmasi)

Katsayilar Denenen Degerler
Cebisev ile elde edilen alt | Cebisev ile elde edilen alt Sonuclar
sinir siir

A 626 772 Benzer noktalara
yakinsama

B -4 15 Daha iyi ¢zlim elde
edilemedi.

C -0.13 1.65 Daha iyi ¢6zlim elde
edilemedi.

D -1.76 4.32 Daha iyi ¢dzum elde
edilemedi.

Yukaridaki tablodan hareketle B,C ve D parametrelerinin baglangi¢ tahmin degerleri ile fazla
oynanmamasi gerektigi diisiiniilmiis ve sdzkonusu parametrelerin NCSS ile elde edilen tahmini
degerleri bu kez de modele birer sabit olarak sokulmus ve asagidaki ¢ikti elde edilmistir. Buna
gore Y=A/[{1+exp(5.28-0.76X)}(1/1.28)] modeli denenerek A parametresi i¢in daha diisiik
standart hatali bir model elde edilmistir. Ozet istatistikler sdyledir:

Tablo 8: Bazi1 parametrelere kisitlamalar getirerek (ya da tahmini degerler vererek)
parametre uzaymn boyutunun azaltilarak daha Kkiiciik standart hatalh tahmin edicilerin
aranmasi

Parametre Parametre Tahmini | Asimptotik Standart | %95'lik Alt Sinir %95'lik Ust Sinir
Hata
A 699.73 9.01 680.41 719.05

Bu durumda olusturulan model “Y=(699.7327)/((1+EXP(5.28-0.76*(X)))"(1/1.28))”
seklindedir ve ilgili R-Kare degeri de 0.99 olarak bulunmustur.

SONUCLAR

1. Dogrusal olmayan regresyonda parametreler igin aralik tahminleri asimptotik normallige
dayalidir. Bu bakimdan aralik tahminine gidilmesinde asimptotik normallik varsayimi
yerine Bootstrap, Jackknife ,Cebisev esitsizligi ve benzeri yaklagimlari benimsemek
ozellikle kii¢iik 6rneklem hacmi i¢in daha dogru olacaktir.

2. Bootstrap, Jackknife gibi yontemler bilgisayarlarin yogun olarak kullanildigr ve zaman
alict yontemlerdir. Cebisev ve benzeri esitsizlikleri kullanmak aralik tahminlerine
giderken kolaylik saglamaktadir. Yine de biitiin bu yontemler birbirlerini destekler bir
sekilde kullanilmalidir.
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3. Cebisev tiirii esitsizliklere dayali aralik tahminlerinin genis ¢ikmasinda k degerlerinin
bliytikligliniin yanisira standart hatalarin da biiyiikliigii bir etken olabilir. Ancak yine de
bu gibi yontemler hi¢ siiphesiz , Bootstrap, Jackknife gibi yontemlere gore daha genis
aralik tahminleri vermektedir.

4. Yine de Cebisev ve benzeri esitsizliklerden yararlanilarak elde edilen araliklarin ug
noktalarinda modelin istikrarli olup olmadigi (aym1 parametre tahmini degerlerine
yakisaylp yakinsamadigi) test edilebilir. Eger bazi parametre degerleri bu tiir bir
istikrarsizliga neden oluyorsa, bu parametrelerin tahmini degerleri modele birer sabit
olarak dahil edilerek (alacaklar1 degerlere kisitlar konularak), daha diisiik standart hataya
sahip baska (ve daha yalin) modeller elde edilebilir.

5. Bunlara ek olarak Cebisev esitsizliginde, dagilima iliskin ek varsayimlarda bulunarak
araliklar1 daraltmak mimkiindiir.

6. Ayrica literatiirde Cebisev esitsizliginin ¢ok degiskenli bazi versiyonlar1 da mevcuttur.
Parametre tahmin edicilerinin aralarindaki korelasyonlar dikkate alinarak bazi araliklarin
uzunluklarini daraltmak da s6zkonusu olabilir.

7. Son olarak e Jackknife yoOnteminin Ozellikle artik analizinde (etkili degerlerin
bulunmasinda), Bootstrap yonteminin de parametre tahmincilerinin asimptotik varyans-
kovaryans matrisinin elde edilmesinde islevsel oldugu, Cebisev vb. esitsizliklerin ise her
zaman iglevsel olmadigr ama bununla birlikte bulunan parametre tahminlerinin ne kadar
istikrarli oldugunun incelenmesinde ve almagsik yontemlerin denenmesinde yararli
olabilecegi de vurgulanmalidir.
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