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DIFERANSIYEL DENKLEMLER SISTEMI ICIN
TERS SACILMA PROBLEMI

Nizameddin Iskenderov Cogskun Giiler
Yildiz Teknik Universitesi Matematik Miihendisligi Biliimii

Bu galigmada yan eksende  (x = 0)

LD i culy () =Ml , k=123 25
& o

de olan ii¢ tane adi diferansiyel denklemler sistemi igin sagilma problemi incelenmigtir.
la ey(x) (hj=123) fonksiyonlari kompleks degerli ve

culx) =0 kel 23 ve
ley@)| < cexp(-ex) , €>0 (e ve c sabitlerdir) £2)
nm sagliyorlar. Aynica, £ >&2>0>83 dir.

( 1) denklemler sistemi igin yari eksende agafidaki iki problem gozoniine alinir.

Birinci problemde

»1(0)=»100) ,
sarti ve x —> +a0  igin,

yi(e ) =Aexp(igiax) +o(l)

X —» +o0

Yh06, 1) = Azexp(iEad) +ol1)
ptotik ifadesi, ikinci problemde ise

Y30 =30 ,
“garti ve x —» o0 igin, aym
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Yiee,n) = Arexp(igidx) +o(l)

ya(x, h) = Azexp(iahx) +o(1) ,

X —»+0

asimptotik ifadesi veriliyor.

Verilmig sinir gartina ve gozamiin asimptotik ifadesine gore yan eksende (1)
denklemler sistemi icin gozimiin aranmast problemine sagilma problemi denir.

Birinci ve ikinci problemin agagidaki integral denklemler sistemine egdeger oldugunu
kolayca gosterebiliriz.

) ~Arexp (k) 41 5 cal ] (Y@M, k=12

(3)
Y3 (x) = Bpexp(ishn) +1i I:% ey ()Y, (< )expliEahe — ¥’ ,

Burada

By =4p +’-u_§§ [C.w(r')ﬁxpwipkr’)—Ca;(r’)ew{-f&ﬂx"}!y}’(r’)dr’ , p=1,2 (4)

dir.

Teorem 1. ( 1) denklemler sisteminin katsayilan (2) sartni sagliyorsa, 0 zaman keyfi
verilmig Ay, Ay sabitleri igin yan eksende birinci ve ikinci problemlerin tek bir ¢dzimu
vardir. Bundan dolay1

W) = Bpexp(itsdx) +o(1) e, ip=12 (5

olur.
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( 1) denklemler sistemi igin yan eksende sagilma problemi (3 ) integral denklemler
ne esdegerdir. { 2 ) sartm kullanarak, ardigik yaklagim yonteminin yardmyla (3 )

I denklemler sisteminin goziimiiniin varhigmi ve tekligini gostermek mimkiindir. (2)

lkkate alinarak ( 5 ) ifadesi elde edilir.

Teorem 1 ve (5 ) formilinden gorilduga gibi 4 = ( i‘ ] vektérind
2

B . ) ' . " ’
! ] vektoriine doniistiiren S(A) matris fonksiyonu vardir. Bu matris fonksiyonuna
2

<sende sacilma matrisi denir.

oo 8D $n) ]
¢ = [ Su(h) Sn(h)

«dedir ve (1) denklemler sisteminin katsayilan sifir oldufunda ise By =4, , Ba=4s
undan dolayr S(A)  birim matris olur.

Yan eksende ters sagilma problemi, verilmis S(A) matris fonksiyonuna ve baz

we gore (1) denklemler sisteminin katsayilarinin bulunmasidir.

Yan eksende ters sagilma problemi asafidaki gibi ¢ozulir. Once,

1) denklemler sistemi igin , katsayilan x <0 oldugunda sifir olan halde tim eksende

sagilma problemi incelenmigtir.
x & (~o0,m) oldugunda (1) sistemi igin ters sagiima problemi Zakharov N.E;
jat AB. [3, 4], Kaup D.J. [2], Beals R., Coifian RR. [1] vs. tarafindan 6renilmistir.

Tiim eksendeki sagilma matrisi, oo daki gozimi —co  daki gozume doniigtiiren

is olarak tanimlanir. Bu matrisi S(}) ile gosterelim.

genel halden farkh olarak, Sfi(h) igin yeni bir

Katsayilan x <0 igin sifir olan halde,
miz S(A) matrisi ile

m ozellikler ortaya gikiyor, Bu ozellikler yan eksende tanimladif
A) matrisi arasinda bir iligki kurmaya imkan Verir.

§i(x) ile tek tiirlii tammlanan yent §%:(3) matris fonksiyonu tanimlanir, Bu matris
ksiyonu §1(x) dan farkh olarak asagidaki ozellige

S (1) = exp(inJe) (F+ Wi, M) (0 + W, 1)) exp(iho) (6)
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sahiptir. Burada

J =djﬂ8(§l )azs E.-'—") r

a
W h) = | e v Mexplirade

W 1) = | e, Mol
]

W.(x,t,A) = ( Wy (x, T, 3) R
W, ) = (Wi (T Wi
dir.

3- Denklemin katsaylart ile W_(x,2) , W.(x,A) fonksiyonlan arasinda agagidaki iligki
vardir.

i [ -(r,0,8) J=—c() ,
B (7l
i [JWx,0,%) =elx)

Burada [A,B]=AB-BA ik matrisin kommutantidir.

4- S(A) matris fonksiyonunun ve tersinin ozellikleri 6grenilir. Bu gzellikler agagidaki
teoremde venlmistir.

Teorem 2. (1) denklemler sisteminin katsayllannin ( 2 ) gartint sagladigini farzedelim. O
zaman, S(A) matris fonksiyonunun sonlu sayida A ' lardan dolayl

571 = s

tersi vardir. S1(A), yu()+12(), y22(A) fonksiyonlan ise asaidaki carpanlara
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S0 = (L +RO)(1+ R (V) (8)
Y () =1 +M-G)N '+ M) , (9)
Y1) #7020 = (1 NLQY ' (0 + N2 () i (10)

rer. Sx(0)—-S12(0), yu(A),ya1(A),y12(R)  fonksiyonlar ise,

Sn(A)-S2()=1+G-(\) , (11)
Y1) = (L +N-0)) ' (1 +R- Q)1 +ma Q) +F-(1) (12)
Y210) =mu M)A +R-() (13)
yia() = (1 + N-() (1 + M)W =50 (14)
dedir.
Burada " - " indisleri asaf diizlemde analitik fonksiyonlar , " +" indislert ise yukan

mde analitik fonksiyonlan gostermektedir.

Asafida verece@imiz teorem yar eksendeki ters sacilma problemini biitiin eksende

icin katsayilan sifir olan probleme indirger.

om 3. Katsafilan ( 2) sartum saglayan ( 1 ) denklemler sisteminin sagilma matrisi
= ILS'U(I)“?F, olsun. O zaman §(A) matris fonksiyonu , S(k) matris fonksiyonunun

rsinin elemanlannin yardimiile (8),(9), ( 10) garpanlara ayirma formiillerinden
nann probleminin ¢oziilmesi ile) elde edilen N_(A), No(A), R.(\) ,M_(») analitk

siyonlarnt ile agagidaki gekilde

L+my@) ne() 14N [ 1+R() 0 0
)=l m) 14m@) 1+N.) 0 1+4M ()0

ma()  m@A) 14N 0 0o 1
Su) S2(d) -1

Sa() Sy -1 (13)
0 0 1
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ifade edilir.

Burada m.(A) ve n.(r) fonksiyonlar
my(h) —r-(3) = (1 +N-G)( +R-W) 'vu@)
ne(A) ~h- () = (1 + N-)(1 +M-() ™ v12(A)
denklemlerinden bulunur.

§M(X) matris fonksiyonunun determinant:
det () = det SO) (1 + R_(W) (1 + M- (1 + N+ () (16)

dir. Buradan gorildugi gibi §i(2) matris fonksiyonunun sifirlan ve kutup noktalan, S(A)
matris fonksiyonu (1+R-(A), (1 +M-(&)) ve (1+N.y(A)) fonksiyonlanmn sifirlarindan

ve kutup noktalarindan olugur
Béylece yan eksende tammlanmig olan problem biitiin eksene indirgenmis olur,

Teorem 4. Eger ( 1) denklemler sisteminin katsayilart (2) sartimi safhiyorsa, tim eksende
verilmis §1(X) matrisi, bu matrisin sifirlari ve kutup noktalarina gore denklemin katsayilan
tek tirli tanimlanir.

Bu teorem ve ( 15), ( 16 ) ifadelerini karsilastinirsak agagidaki temel teoremi almig

oluruz,

Teorem 5. ( 1) denklemler sisteminin katsayilarinin (2) sartim sagladifim farzedelim. O
zaman S(A) matrisine, bu matrisin ve 1 +R.(W), 1+M() L1 +N(}) fonksiyonunun
sifirlarina ve kutup noktalarina gore denklemin katsayilan tek tirlii tammlanabilirler.

Kisaca yapilacak olan iglemleri ozetlersek,
I-  (15) formiiline gore, S(A) verildiginde §hi(A) matris fonksiyonu,

2-  §1(}) matris fonksiyonundan §() matris fonksiyonu,
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' 3- S matris fonksiyonuna gére ( 6) formiiliinden W+(x 1.) ve W_(x, 1,)
fonksiyonlan; e

(7) formiilinden ise katsayilar bulunur.

- Beals R. and Coifman R.R., Scattering and Inverse Scattering for first order systems,
* Commonications on pure and Applied Mathematics, Vok. XXXVII. 39-90 (1984).

_' . Kaup D.J., The three-wave interaction - A jondisper sive, studies in applied mathematics
L 55,9-44 (1976).
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